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{ZxlZdXt ^x. /i^i^ c-f Cf\Pc$ 19 l J3. 


Première épreuve 

"Exposé sur un thème donné", suivi d'un entretien avec le jury sur 
les questions soulevées par l'exposé du candidat (durée de la prépa- 
ration:deux heures; durée de 1 1 exposé :vingt-cinq minutes; durée de 
1 1 entretien:vingt minutes; coefficient 1). 

Remarques générales 

Il convient de bien gérer les vingt-cinq minutes de l'exposé.En 
particulier, la présentation éventuelle de rappels ou de prérequis 
doit être succincte. 

La cohérence de l'exposé et la mise en valeur de l'enchaînement des 
idées sont des objectifs majeurs.Le jury invite les candidats à: 

.construire un plan rigoureux (éviter, par exemple, d'utiliser une 
propriété énoncée ultérieurement);ce plan peut parfois demeurer sur 
le tableau; 

.souligner les idées directrices; 

.écrire avec précision les définitions et les propriétés princi¬ 
pales, correctement quantifiées, s'il y a lieu; 

.donner au moins les grandes lignes des démonstrations signifi¬ 
catives ou importantes; 

.illustrer l'exposé de schémas, .-figures et exemples pertinents. 

Un simple catalogue de définitions, de théorèmes et/ou d'exemples 
ne suffit pas.Il est indispensable d'analyser l'articulation des 
divers éléments et d'esquisser les contextes dans lesquels ils se 
situent.il est donc fort utile de bien connaître les programmes 
officiels des classes du secondaire.S'il n'est pas interdit de sortir 
de ce cadre strict afin de donner plus de cohérence à certains sujets, 
il est nécessaire, pour cela, de maîtriser les notions correspon¬ 
dantes. 

Une bonne présentation doit distinguer clairement hypothèses et 
conclusions.Les confusions entre analyse et synthèse, propriété 
directe et réciproque, existence et unicité sont à éviter. 

Par ailleurs, il faut rappeler que "les qualités personnelles et 
relationnelles jouent un rôle de premier plan".Le jury a pu apprécier 
la qualité de nombreux exposés développés avec conviction et dyna¬ 
misme; en particulier, sont remarqués ceux qui ont été soigneusement 
étudiés au cours d'une préparation spécifique, dont l'importance est 
ainsi confirmée. 


Quant à l'entretien, son but n'est pas de déprécier le candidat 
mais, à partir des questions soulevées par l'exposé, de s'assurer de 
ses capacités à réagir et de son degré de maîtrise des notions mises en 
œuvre.Il doit donc s'attendre à ce que le jury lui demande de faire une 
démonstration, de donner des contre-exemples,...Ainsi, l'entretien a 
souvent permis à des candidats, dont l'exposé avait été très moyen, de 
manifester leurs qualités. 
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Remarques particulières 

L'utilisation d'un langage formalisé et, notamment, de symboles 
logiques n'est pas indispensable; elle est soumise à des règles de 
syntaxe strictes. 

Les caractérisations de fonctions, les propriétés caractéris¬ 
tiques de configurations géométriques doivent être comprises dans 
leur sens mathématique. 

L'importance de la notion d'intervalles dans les hypothèses de 
certains théorèmes est à mettre en évidence. 

Pour les suites, la comparaison à une suite de référence ne fournit 
qu'une condition suffisante. 

La dérivabilité de fog, sous des hypothèses convenables, doit être 
soigneusement établie. 

La caractérisation d'une solution d'une équation différentielle 
du second ordre par des conditions initiales est à connaître et à 
utiliser. 

L'identification des nombres réels avec les nombres complexes de 
partie imaginaire nulle est à souligner. 

Il est indispensable de maîtriser les angles orientés et leurs 
mesures. 

La recherche des isométries du plan conservant une configuration 
ne doit pas se réduire à un catalogue qui ne permet pas de savoir si 
elles sont toutes obtenues; d'autre part, il faut établir l’équiva¬ 
lence avec la conservation des sommets. 

L'identité fait partie des isométries du plan qui ont au moins deux 
points invariants. 

Les homothéties, munies de la loi de composition des applications, 
ne constituent pas un groupe. 

Répartition des notes (sur 20) 

Nombre de candidats : 1828 

Moyenne : 10,5 

Meilleure note : 20 (7 fois) 

Quartiles (arrondis) : 14 11 7 


Notes > à: 

18 

16 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

Nombre : 

114 

273 

530 

814 

1023 

1297 

1547 

1710 

1806 


/)\j~ 


Xi nur>cX~ (Il a.*- A «-m^T cjux aa-u» cUa.-^ G* 

h HkLrf AMt tx-jont-' ^ aa a^C olu ni£rw(/) 
















E 2288 T 


ctc-m lwC«-iw>! ir l jujL vvr^ ^CVC£ ^U'O- ^ cÙ^Ær^r^ 




^ Al^ !+*!**&> ^ 139 Wl6c CjxuLj^u** 


AJ^t^lCUyiL ,CLvtW*o A-f*^ 'U^ ^ 


&r\ ajxcjuy* t_ 


/U-wd Jk.ÿ;K. ■J^jt^\rOvv^t^h yiçji^f.\ju^ ^ 'U. n ' isilr 

Tv^^idi. i 'CJLui ^hJç /vcruo /ituvi d. 1 ^rtfL<JC*£c<>Yi. J • 

iiJ ma,r'i»jMj fi* -P <?>o<ic|o^ eon /O^Ct^A^<5u-^e, 'vote* /xW - Upi 

m?vu ^i~cl^ cxal j Aa vmj dvy^KCsu»\f eus.™ 

ÎïWi^l teka ifa. hx. ùLca I^U?IJ~Ul™srr\sL»^ (Le. $-À- yxi'TT^rn 

cLtî jjt&rr^o cJ, r o / ^cU^ . 


L Y tUiUu» ceo Cruss-U^Lù vexe* ^uArt^ Co v^o uAit\. 


_ JJJTM, Ü ^Uwi-bc^iu^, X'dZ^tU- cU» Cs-yvyi^, / 

cU TWu^*Jc Jm fu>^asr~n* tflol. jjx.^ fleuÜL^L „ 

floJjUrrsJO^^ iitrr^AJrOMs-, / ^ortU i - Ücl(AaIXl AS&3 _ |X^C <^CI> 

£t* <U~ À. IR EM • ^ ÜV- ûy-; 

rtiUlima^ ! -kj— ItUa^^ lit, 

_ yiux j.'x cv^u^to cii. c tix/nc? e?U T ~dr\.u>\cUlc4 C. &\r E jja.'u*. i 

tv fÿS 2 > I jssA^ ÛL/jVWv-c. _ jAùn* - ] ^ tÔ 2 ÿ^ ^ P. i**x. 


iujrcu,lAÿ. /* \Mu.oi / yv\t*J~i tvc jjto tUo eu c id:<EE . &- 

hf*-ÜXO~ vtrJ ccl^ ouÀJjLo à^L a^ü'nJyyy , 

\J OVU^ W>f<AJL^ JLfiv jLl Jjl K^iM Jlx ^ ^ 

V~ ^ V CxCiuJ-*- . 


JLO. 








E 2288 T 


5 


U-L> XAAjÀ,L 

01 ^ 0 1. Q}>_ U.\C*4 cU JjOyyonJ-ve-ne^t * jk U-xatjl <jül j~-#L»IX a- 

n , <\ ^ r^/ - - f -3 ^- a ' Mo 

M "f^ u uA^ À *c ffAtJÂn y ^ or^uJL j^i /I ar * . 

Lu jit», Ot a* <!>«»> y^. &, . tO*nJtlc.j ,-*. U. 

tlnri/jU'- chu, l'}\ tyy jJ!e 0 . 

0S~ OC - P? - \f>AXy isfit-rv^jA-o 1 a M-^oa/ 3 di. ^ •ib mx 

Oi- OÜJ-'/O v CUbiÂ.7*4.12 CjUd. Oi ()\t£*dÂ0ri OC JH*L cl^^*CJjCsy^ düu. toofe. cU- &- 

iilyViurn j/\LilxdhC/>^rX. djLyc, ^ *jü &>h j-^dbc^ «ru yyuA ^ j j-tUMc *~ 

2 o2^o\ht}è^i. 4 hjJJ^h-djL diL*^ Jk_ X/tÿcr 0 $ ^ dh CL X,' tUidi. cUs, cdzcux* dz &ÿ 

A,JUv4i'fc djt S c / ^F'*0~ (JL dcf^dy- l CL ih~ ^-yJJüy €Ll)( /?*• (Jr oc aJlîa- 

y\U.vjb Od 22 Coidtl XL èr V~ evXZïL't Jûü2, j>\*JL a«.fi V~L d . fe-Koc -l <CT -ho- 

dzhbVYY\d*CLh*C-if\ lh Ldh V è’rv. Ai-Y v < O YchC ltcL st ' cX^$'liX2\srr^L Jh tOu^CJ^hjL^L ~ .iX*n>u»_ 

f< * -»^_ 

(ii_ ^ j À. ^-»\huLLb- du. pÿ al th (1 k j^fx-bn. lt cl eh h- coh c'^aJi. 

r 

CL cdi~- 

A 0 . /H^tvXur» àc 2*c idUts ch- j-ÀL-t t / >0 r aJiL.r\ j-V'K. ùiyfeslLLx X^C(h^ € '>r\tV\^ 

V \LlluXl cU Xc lùUKrL^-rvtLcrri ^ _jm*u. Z £ ' Cn, oU^ CUL? j^H.xxL^Ci, illJJL,^..) 

Üv»n- (LK (yL^üà- d' twdUote'hi JAM* .-Cm Mco a^nJLs j-^yr^i^. 

AA' A 2-. A 3 . fdX,C/clxîrt\ 2xo jxAjtjLcL^yv^x* chu ..féLL ycJolxc n 1 isi^CtnJLxiLye/ k/- jxlo 

hit ^jkjT^ÿH'U.1 A rvtt^l /]LLjUr^C*d~ 2*_J jj-** Uxif^. TW’TUj ^ U 1 ij^ULxJo ‘\CjL.y 

U A C AL\JttJr Lmj^UcAU dot -. ^V< ^nvt£ù^ joMÿrcdrr^ cT OcC^jùy.^V, 
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PROBABILITES 


Dans toute cette présentation nous ne nous intéresserons qu'aux 
probabilités finies. Une généralisation au cas dénombrable (probabilités 
discrètes) est sans problèmes mais plusieurs énoncés seraient faux avec des 
probabilités continues 

1 Expériences aléatoires. 

Une expérience est dite aléatoire si on ne connait pas son issue à priori 
(par exemple tirer une boule dans une urne). Les différents résultats 
possibles de cette expérience (par exemple tirer une boule noire) s’appellent 
des événements (élémentaires). Une épreuve consiste à réaliser effectivement 
l’expérience ; on peut alors constater si un événement donné s’est produit ou 
non. Si on fait plusieurs fois l’expérience, on peut calculer le rapport 
entre le nombre d’épreuves où cet événement s’est produit et le nombre total 
d’épreuves. En répétant effectivement l’expérience un grand nombre de fois, 
on constate que ce rapport semble avoir une limite lorsque le nombre 
d’épreuves tend vers 1’infini.Cette limite est appelée probabilité de 
1'événement. 

[On ne peut répéter "une infinité" de fols une expérience sans la perturber 

car les objets physiques s’usent ! Dés la définition des probabilités 11 y a 
donc idéalisation de la réalité. Cependant "l’axiome des probabilités" est 

bien vérifié par l’expérience. L’étude pratique de cet axiome est l’objet de 
la statistique] 

2 Ensembles probabilisés finis. 

Pour décrire une expérience aléatoire on introduit un ensemble Q , qui ici 
sera f ini . dit ensemble des événements élémentaires ou [en confondant deux 
épreuves qui ont le même "résultat"] ensemble des épreuves. 

[ Une expérience aléatoire peut être décrite par différents ensembles selon 
les résultats auxquels on s’intéresse : pour décrire l'expérience "tirer une 

boule dans une urne contenant 3 boules noires et 2 boules blanches" on peut 
prendre un ensemble Çl à 5 éléments "tirer une boule particulière" ou bien un 

ensemble à 2 éléments "tirer une boule blanche" et "tirer une boule noire"] 


L’ensemble SP(D) des parties de fi s’appelle ensemble des événements. 

[comme on travaille sur un ensemble fini, 11 est Inutile de parler de tribu] 


Une probabilité sur Q est une application p de II dans [0,1] telle que : 



L’application p se prolonge à ?(n) en posant pour toute partie A de fi : 
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PROBABILITE 

PROPOSITION 1 : la probabilité p est une application de ?(£!) dans [0,1] qui 
vérifie p(a) = 0, p(ü) = 1 et p(AvB) = p(A)+p(B) si ArJ) = a . 

[ces propriétés des probabilités servent souvent de définition. La définition 
que nous avons donnée est plus simple A utiliser dans les démonstrations] 

PROPOSITION 2 : Soit A et B des parties de fî et A° le complémentaire de A. On 
a p(A c ) = 1 ~ p(A) et p(A) + p(B) = p(AvB) + p(ArJ3) . 

[dans p(A)+p(B), comme dans p(AWB)+p(AAB), les éléments de A ou (exclusif) B 
comptent une fols ceux de A et B deux fols] 

REMARQUE : pour associer une probabilité à une expérience aléatoire on peut : 

- utiliser la méthode statistique c’est à dire faire "un grand nombre" 
d’épreuves et calculer le pourcentage d’apparition de chaque événement. 

- utiliser les symétries physiques de cette expérience (les boules sont 
identiques, le dé est un cube,...). Cette méthode à l’avantage de ne pas 
nécessiter la réalisation effective de l’expérience. Son inconvénient est de 
dépendre des connaissances de celui qui l’utilise (dés pipés, dams une 
loterie on peut soit gagner soit perdre d’où une chance sur deux de gagner !) 

Si on veut appliquer la deuxième méthode il faut, au moins dans un premier 
temps, choisir l’ensemble îl de façon à avoir des événements élémentaires 
"symétriques". Il sont alors équiprobables : chacun d’entre eux a la proba¬ 
bilité l/card(n). On trouve ainsi pour tout événement A la formule fameuse : 

, .. _ card(A) _ nombre de cas favorables 
p card(Q) nombre de cas total 


PROPOSITION 3 (formule de Poincaré ) : Pour tout événements A A on a : 

1 n 

p( A u. . . \jA ) = Y p( A ) - Y p(A nA ) + . . . 

1 n L\ 1 Li<j ^ 1 j 

+ <-l) M Y. pM n...nA ) + ... + (-D^pCA n. . .rwi ) 

Ll <...<1 II 1 n 

lkl k 

[démonstration par récurrence sur n . La proposition 2 donne le cas n = 2 et 

p(A U...UA )=p(AU...L/A )*p(A )-p((AU...UA )AA ). On applique la 

1 n+1 1 n n+1 1 n n+1 

formule A p((A U...WA ) AA )=p((A AA )W...W(A AA ) ) et à p(A W...WA )]. 

1 n n+1 1 n+1 n n+1 1 n 

Exercice : on met "au hasard" n boules numérotées de 1 à n dans n boites 
numérotées de 1 à n . Calculer la probabilité pour qu’au moins une boule soit 
dans la boite portant son numéro. 

[considérer les événements A^ : la lèroe boule est dans la lème boite] 
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l’KOUAUl LITE 


3 Probabilités conditionnelles. 

PROPOSITION 4 : soit A un événement de probabilité non nulle, l’application 
qui à toute partie B de fi associe p(B/A) = p( Br^A)/p( A) est une probabilité. 

[ On a E _p(a/A)=Z p(a)/p(A)=l et p(B/A)=Z p(a)/p(A)=Z p(a/A) ] 

aGl2 a€A a€BAA aGB 

DEFINITION : p(B/A) s'appelle probabilité conditionnelle de l’événement L> 
sachant que l’événement A est réalisé. 

PROPOSITIION 5 ( théorème des probabilités composées ) : Pour tout événements 
A A on a : p(A f\. . . rA ) - p(A ) x p(A /A ) x... x p(A /A n... fui ). 

In ln 1 21 ni n-1 

[démonstration Immédiate] 


Exercice : probabilité pour que les anniversaires de n personnes prises au 
hasard soient tous à des jours différents (29 février exclu). 

[ On considère les événements A^ : les 1 premières ont des anniversaires A des 

dates différentes. On a p(A /A f\. ..f\A ) = p(A /A ) - (365-1 )/36S] 

1*1 1 1 1*1 1 


PROPOSITION 6 ( théorème de BAYES ) : soient A, 
que C nC = 0 pour i*j et A c C u ... uC . Alors 


des événements tels 
n 

p(A) = Y P(MC ) p(C ) et 
“J JJ 


p(A/C t )p(C t ) . . 

p(C/A) = - - - - - . I p (C./HVpCA 1 C\ f>l ) 

1 l i P (A /c } )p(C } ) 

[Z p( A/C )p(C ) = Z p(AAC ) = p(A) et p(A/C )p(C ) = p(A PC )] 

J J J J J 111 





^1 

pCQ/A) 


ftCj) J 

O» ça îv 


Interprétation : l’événement A dépend de causes qui s’excluent mutuellement. 
Sachant que A est réalisé, la formule permet de connaître la probabilité pour 
que ce soit par la ième cause. 

Exercice : on a 3 urnes contenant des boules noires (disons 20,2,4) et des 
boules blanches (5,98,6). On tire une boule blanche. Probabilité pour que 
cette boule provienne de la première urne. 

[on admet que les urnes sont équiprobables et qu’il en est de même des boules 
de chaque urne. Avec les données on trouve une probabilité de 10/89]. 

4 Evénements indépendants. 

On dit que l’événement B est indépendant de l’événement A si p(B/A) = p(B). 

PROPOSITION 7 : les conditions : B est indépendant de A , A est indépendantde 
B et p(Ar\D) = p(A) p(B) sont équivalentes. 

[on parlera donc d’événements Indépendants sans préciser l’ordre] 
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PROBABILITE 

PROPOSITION 8 : si les événements A et B sont indépendants, il en est de même 
des couples d’événements (A C ,B),(A, B C ) et (A C ,B C ). 

[p(À C >p(B) = (l-p(A))p(B)=p(B)-p(AnB) et p(B)=p(A C AB)+p(AAB) ) 

Exercice ; vérifier que, au bridge, avoir un roi et avoir un as ne sont pas 

des événements indépendants. [ passer aux événements complémentaires. On trouve 

p(A C >=p(R C )=48!39!/3S!S2! et p( A C r\R C ) =441391/31 !S2! ] 

Des événements sont dit Indépendants dans leur ensemble si pour 

tout sous ensembles non vide I et J de l,...,n tels que IrJ=e> les événements 

r\j et r\j A ^ sont indépendants. Il est équivalent de demander que, pour 

tout i ,...i dams , on ait p(A n. ..nA ) = p(A )...p(A ). 

1 p 1111 

i p i p 

[ATTENTION : 11 ne faut pas confondre cette notion avec celle d’événements 

mutuellement Indépendants, c’est A dire Indépendants deux A deux] 

5 Enchaînement d’expériences aléatoires. 

Nous nous intéressons maintenant au cas où l’expérience se décompose en 
SOUS - expériences successives (par exemple tirer une urne puis une boule dans 
cette urne, répéter plusieurs fols une même expérience,...). Du point de Vue 
mathématique, l’ensemble fi est alors un produit cartésien , 

l’ensemble fi^ correspondant aux "résultats" de la ième expérience. 

NOTATION : pour toute partie A de 0 on pose A = Q x...xfi xAxfi x...xfi . 

1 1 1-1 U1 n 

[On confond souvent A et A ]. 

PROPOSITION 9 : si p est une probabilité sur Q , l’application qui à 
toutepartie A de 0 $ associe p^(A) = p(A) définit une probabilité sur fi^ 
appelée probabilité marginale. 

[si a et b sont deux éléments distincts de (1 , af\b=0. D'autre part A=VJ a. 

1 a€A 

Il vient donc p(A)=E p(a). En particulier E _ p(a)=p(fi)=l] 
a€A a€i 

PROPOSITION 5 bis ( théorème des probabilités composées) : si, pour chaque 

indice i, A est un événement de Q on a : 
i _ l 

p( A x... xA ) = p.(A) x p(A /A ) x... x p( A /A r\... r\A ). 

1 n i 1 2 1 ni n-1 

[remarquer que A X...XA = A f\. ..AA ]. 

1 ni n 

PROPOSITION 6 bis ( théorème de BAYES) : soit fi = {C .C> , fi = -{A,A C > 

Il n 2 

pfÂ/c^rc ; 

et p une probabilité sur fi xfi . Alors p(C /A) = - . 

' l*™,* r/V 
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PROBABILITE 


6 Expériences indépendantes. 

Si, pour chaque indice i, A ^ est un événement de fi^ , et si les événements 
A sont indépendants dans leur ensemble, on a p( A x...xA ) = p (A )... p (A ). 

> 1 n 1 1 n n 

Lorsque cette situation se produit quel que soient les événements A , on dit 
que les n sous-expériences sont indépendantes [dans le sens où les résultats 
de l’une n’ Influencent pas les résultats des autres], La proposition suivante 
montre qu’on peut toujours construire une probabilité pour laquelle les 
expériences sont indépendantes. 


PROPOSITION 10 : soit (0 ,p ),..., (0 ,p ) des ensembles probabilisés. Il 

11 n n 

existe sur l’ensemble fi = fi j x...xfi une unique probabilité p telle que, si 

A est un événement de fi , on ait p(A x. . . xA ) = p (A ).. . p (A ). 

1 1 1 n 1 1 n n 

[p est définie par p((a.a ))=p (a )...p (a ). Tout découle alors de la 

1 n 1 1 n n 


formule E p(a) 

a€A A.. .AA 
1 n 


Z p(a )...p(a ) 

a €A 1 n 

1 1 


E p (a ). 

a €A 1. 1 

1 1 


•£ P ( » ) 
a tA n n 
n n 


qui, appliquée A fi, donne en particulier E _ p(a) = p(fi )...p(fi ) = l] 

a€fi 1 n 


La probabilité définie dans la proposition 10 s’appelle probabilité produit. 


Exercice ("schéma de Bernoulli) : on répète n fois, de manière indépendante, 
une expérience donnant un résultat "favorable" avec une probabilité p. 
Trouver la probabilité d’obtenir k fois (exactement) un résultat favorable. 

[fi est le produit cartésien de n ensembles A deux éléments (F ,D } avec 


p (F )=p, 

1 1 

alors de p 


donc p (D )=l-p=q. 
11 

nombredeF nombredeD 


La 


probabilité d’un 


Xq 


événement 
k k n-k 


élémentaire 


est 


et la probabilité cherchée est C p q 

n 


]. 


7 Variables aléatoires. 

Il arrive souvent que les résultats d’une expérience aléatoire soient sous 
forme numérique. Pour étudier cette situation, on appelle variable aléatoire 
toute application X d’un ensemble probabilisé fi dans IR. Par convention on 
note (X=t) l’événement xVt) , (X<t) l’événement X V ]-co, t[), ... 

[l’ensemble des variables aléatoires sur fi est un anneau] 


A toute variable aléatoire on associe sa fonction de répartition F y définie 
par F^(t) = p(X<t) .C’est une fonction positive, non décroissante, continue à 
gauche, telle que F^(-m) = 0 et F^(o>) = I • 

On dira que deux variables aléatoires X et Y ont même loi si elles ont 
même fonction de répartition. Pour cela (il faut et) il suffit que, pour tout 
réel t, on ait p(X=t) = p(Y=t) [ces deux probabilités sont milles sauf pour 
un nombre fini de t]. 
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PROBABILITE 

attention : La fonction de répartition caractérise la variable aléatoire 
indépendamment de l’espace Q choisi pour représenter l’expérience en ce sens 
que, pour étudier une variable aléatoire X, il suffit de connaître la 
probabilité des événements "élémentaires" (X=t) . Ceci n’est plus vrai si on 
s’intéresse simultanément à deux (ou plus) variables aléatoires X,Y. Dans ce 
cas les événements élémentaires sont (X=t)r\(Y=u). 

On dit que deux variables aléatoire X et Y, définies sur le même ensemble 0 
sont indépendantes si, pour tout couple (t,u) de réels, les événements (X=t) 
et (Y=u) sont indépendants, plus généralement, on dira que les variables 
aléatoires X ( sont indépendantes dans leur ensemble si les événements (X -t ) 
sont indépendants dans leur ensemble. 

Exercice : montrer que si X et Y sont indépendantes, i1 en est de même de X 2 

et Y 2 ( séparer les cas t,u>0,=0 et <0 et découper les événements en quatre). 

PROPOSITION 11 : soit (0 ,p ),..., (0 ,p ) des ensembles probabilisés et, 

11 n n 

pourchaque indice i, une variable aléatoire X t sur £2^ . On met sur l’ensemble 
n = O i x...xn^ la probabilité produit. Alors les variables aléatoires X^ 
définies par X (a ,..,a ) = X (a.) sont indépendantes dans leur ensemble. 

11 n il 

[de (X =t )=(X =t ) on déduit p((X=t )A...n(X=t )) = p((X=t )x...x(X=t )) 

1111 11 nn 11 nn 

= p (X =t )...p (X =t )=p(X =t )...p(X =t )]. 

111 nnn 11 nn 

Interprétation : si on fait une suite d’expériences indépendantes, des 
variables aléatoires dépendant d’expériences différentes sont indépendantes. 

8 Moyenne, variance, écart-type. 

On appelle moyenne de la variable aléatoire X la quantité : 

«« m La x<a> * a> * Lr * * x=t> 

en particulier deux variables aléatoires de même loi ont même moyenne. 

PROPOSITION 12 : soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le même 
ensemble et X un réel. On a E(X+Y) = E(X) + E(Y) , E(\X) = \E(X) . Si, de 
plus, X et Y sont indépendantes alors E(XY) = E(X) E(Y) . 

[ E(XY)=Xtp(XY=t)=E uvp(X=u)p(Ÿ=v)=Eup(X=u) Zvp(Y=v)=E(X)E(Y)] 
u.v 

La proposition 12 se généralise immédiatement à nvariables aléatoire 
(indépendantes dans leur ensemble). 

Exercice : On met 3 boules "au hasard" dans 3 urnes. On considère les 
variables aléatoires X = nombre de boules dans la première urne et Y = nombre 
d’urnes occupées. Montrer que E(XY)=E(X)E(Y) mais que X et Y ne sont pas 
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PROBABILITE -V 


indépendantes. 

[avec X^=nombre de boules dans la lime urne on a EE(X^ )=E(3)=3 ce qui donne 
E(X1=1 et SE( X ^ Y )=E( 3 Y )=3E(Y) d’où E(XY)=E(Y)=E( X)E(Y) . Cependant les 

événements (X=3) et (Y=3) ne sont pas Indépendants]. 

On appelle variance de la variable aléatoire X la quantité : 

V(X) = E[(X-E(X)) 2 ] = E(X Z ) - E(X) 2 = £ t 2 p(X=t) - E(X) 2 

La formule E[(x-a) 2 ] = V(X) + (E(X-a)) 2 montre que V(X) est aussi la valeur 

2 

minimale de El(x-a) ] lorsque a parcourt (R . 

PROPOSITION 13 : la variance V(X) est positive. Elle s’annule si et seulement 

si p(X=E(X))=1. 

On appelle écart-type de la variable aléatoire X la quantité <r(X) = VF(X) . 

PROPOSITION 14 : soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le même 
ensemble. On a V(X+Y) = V(X) + V(Y) si et seulement si E(XY) = E(X) E(Y) . 

[par exemple si X et Y sont Indépendantes]. 

Exercice : dans le schéma de Bernoulli on note X^ la variable aléatoire qui 

vaut 1 si le résultat de la ième expérience est favorable et 0 sinon et X la 

somme des X . Calculer Y(X).[on obtient ainsi E C lc p k q 1 ’ k (k-np) 2 =np(i-p) ] 

1 k n 

L’écart-type (où la variance) donne une estimation de la manière dont une 
variable aléatoire s’écarte de sa valeur moyenne. Plus précisément on a : 

PROPOSITION 15 (inégalité de Bienaymé-Tchebichef) : p(\X-E(X) | >Vâ) < V(x)/a . 

[V(X) = Etp( | X-E(X) | =VZ) £ S a p( | X-E(X) | =VT) = a p( | X-E(X) | >Va) ] . 

L>a 

Exercice : on fait 100 parties de pile ou face. Montrer que la probabilité 
d’obtenir entre 40 et 60 fois pile est au moins de 3/4. 

WTHEOREME 16 (loi faible des grands nombres) : soit X, X,_,X des variables 

1 n 

aléatoires de même loi deux à deux indépendantes. Alors 

liw p (|- E X - E(X)\>c) = 0 
i- <o n i 

1 2 

[En appliquant la proposition 15, on trouve p(|— E X - E(X)|>C) < V(X)/nC ] 

n 1 

Appliqué à une variable aléatoire associée ci-dessus au sd^ma de Bernoulli, 
ce théorème montre que, si on répète, de manière indépendante, un grand 
nombre de fois une même expérience le rapport entre le nombre de fols ou 

y 

l’évenement s’est produit et le nombre total d’expériences a pour limite la 
probabilité de l’évenement. Nous avons ainsi démontré dans notre modèle 
l’axiome qui nous avait servi à le construire. 
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* - ^lÿeCP | ^' = t^-) â 


(7) FU/^ e^ (?^<^ L '^ e ^ ^ fi^^vj-A^ . 

$C.tsT)4/9R'££h 

's^'fzé - 


-*/ tt' c h[l-*Hc-\h\j..v(t*'i /. 
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€ÿ.aÊC 


tt U ffofe'inee.: 


Lf- 'j-Juyifcî A/ B, cUl. l&C U* fl PQjj" c. ■&aCs@ÎcI<£s }e cLextsX. ctT~ 

i'<. __ 

i p$ . c O -1 ^ ° 



XL. Jïàujïrwit : 

• A1C.6D 




<jfx.€. X On a. si e^edtÀhs S*i *y />iMjUnr\-t^fc s*L Hm ‘Ja.oUl, ^svüz, 

C,3> s&viï œyctùjMJs ou. cdùs^Ji ( Ctt-J> 4 ju yW tt 4' éuSK*. cU 

ÀxtrJi. fij fi ^ i By C tf' ^ cpctj dU/yKjZQ ^ msÀ.o~a. 6 thj> <n 1 dyjjufcc*\ttMX’ çsl* 

fow fot> ituyx. /^mçyfjtz £>, 8 J j l'an <1* t#Jû -eu* ajjjutc nt^T [AB 

Ss&atû) */a : . jj u_ Jd» jjz-rvuJkj<eo , : />o\*m£~ a.. Jd, c . sL -&L* <t 4^ >Cut e ^ a ~ 

[ ( D *" L. b l. OC f - D 

ftiByCfb. (K fl. flio'U £ol- Jïrj (/.- cl) + (o~ - jL) (c-sty — £d-c) (Ô-- <l) 

dL'tra- aA<t ito 3)c. 8 A- ^ AC. J>6 +- AJ>, & C . 

duAl^ckotv} it- £ û^ ^ 6^ûJ34s : 

3>C.&A = AC.^B+Afc.&d ^ l(<L-c) [1 ~cl) j = \(d-^)(c *.) +/&-*)( c-&-)l 

.==) /cfl _C* Û-J et" ^O— J s&*j~ X<JLsO tAr ■vnjyr^C. !~&>C CCss^>y\t^t 

^ 3A£(^ + (cl-str')(c- *,) - 3 (tL-fL^C-iê-) C «A (**-cL)(c-£j f-O 

^--Jîj^-1) ^ ^ 1 ^ ^ ^coc^ cAj>*xP» O’VC âJbj*v\£4 


Aj B / J) .xo-e^e^C^uto; ^ c~ aw^c Æ■ 6 /R + 

(jpé^ ) - (Cô/ j-^77 [ 2 .nJ ( ce" Cou»t <ix« dj «“^) C |^-vC" 

ojuJ^t, de. 

a a,6,c,t> oii/w»4 ■=) ëi± .-- a £i£ o^c ~>^- = -H 

1 1 1 i ,i- o. £-«- 271 

eux <je^>TKfrtv>^ 6 7/ 't' omJXx, Ç4U). 


donc J> lb C ^AAX^ts^nOvJ- J^J 


(Ux 
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'iccon 5.0 


h<<-pLcS<r>Kxfi'on q lo m ctucj u. e dco nom 
irvl"c4Lpx.c fî>X'on a £omttlùjue_ dco appfi 


omîtes 


co.-np'<xeS ; 


iArc4ipx.crei.hon cj comtuacjue. aeo uppfi câJVonS + 

ryo'r* D — ^ *a.j^ oü. C a-/-O. exemples d'appliuxh'onS cl 

U.-V - "oa 'ftu.de _dt cor^ 3 i‘^araJi'ooS g cerne üjcpats au plan. 


'f(ûV]r Vi 


So* T ie pPan muni cflttn cepècc orlfsonormê l'espace. dedonel 

de» «recl'tAJuLS de ce pieu* muni' de -£a kaje. (jL,j). 

X RePREScürnriohJ GEoneTRïQue des k JonpAes complexés 

J) Un Vroducfèn : .. . ; ‘ 


Soi'f" Ho eJ P olO«c Ho CXe t y 0 ) daus Je tepiu (o,Z,^) 
i»onc oq o - Xo'X + <j 0 -Â ... . 

So/f- I ' «xppPi'caii'on *£ : "P-^ <L Sf tll- -une bljtth'on de-P *ju <C 

tlCxÿ)h-!> 3C.H *U . . ... 



© 


^ ^cp'm’h'on: » 'tic nomtee. Complexe ^xzx.tiy appelé ajfixc du poJof Tt(x,y) / ou rUx, eoHc. 

po/nl- d'ajfîxe. 7. ^oFanoa. ! ^ e exflpKc CTl). 

• So^ ju. - a. T + b-J*. .uxn Jechctu de X. Sl nomlne complexe, ai ib mh dih 
a.fft'xc .de Si. f\fe>/t)X'on._..a + i't> = affîxe. (Zi). _ 

i) pLOpuêks: .. . ..;__ 

d CV7 / R’)ê P n Z. n oifpxe Cn) = odprxe Crz 1 ) ... comme X col- bi\e(X’L>c. 

V iT l vr= Îr' <^> o.ffx< (?) = a.fp,ire Cj-’) .... 

tMefô V (ü! ,»?)£ 0" a.RAxe. CSZ t <? j = affi'At Ca! ) f o~^fixc (\r) 

ofox* ( A-ûL ) ■=. Aafft'xc (SZ ). _ . .. . 

3) ^i'cn entée. (b. tç px ésen^kon po oçKxcIfc. eh An. iç p<~c Scnl-aKoo y omctu ’q ue. 

Soif ÂB^ftotôâ^ -ôS.+ôû . j 

d oü. afpixt C(\B) ■=. ixpP'xc (B>) - a-J^ixe (A) 

3T xfjTERPRE'nvrïcW Geoncrfli'qut pu nocucE et jpe l’Affe ornen/r 

a) c ToocLde dlun nombu com p lexe. . : 
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i) l'ugUL T d'xjLn «\ocr>'tnc COPQ pUxe . ... . .... .. 

Ço.f- H c P . daj-pi'xc <T j = a«t/k . ouitc (a, t)e J/?* 
Zj-clt-CL . AdorS S T fl’eoK_A fo.V->f d'&ffïKt £ t f1 J ~toh JU _ji 

pou. -<*afl>c\h ex jÇa ctvoiht deo aksu'v^S __ 


/ , — 


—.y 


__ .. . - 

III J.*JT5R PR£~rATi‘o>J 6Zo^ie7R\Qü6 2)£ Z,—» ^-<Jb -c3—Z, >. 0 . 2 »- a £ (C_fc> e_(T 


-iume tUaut. dt .. n 
x n</- 


J 




3=131. 


Soi'i" H / A f H fcjoîs poi’iVt» du plau Complexe. P, d’a.fpixe.s tespecl') \Po . ^ ,b ( ? +k> .. 
ajp: xe. C rTn’'i = z aWiXc CoA) . 2>cmc nrï*= ÔA ...,i)oacJ'oqopIVcxxKoYL £ 

f u : H—, Tl*. .._eol- xene ^hyxujPo.Kor> de OeeJ-eu>- ôft d'afj^xe t>£. (T. d'où -fuo/=ôs3>‘ 


f. 

r'TpC'jilVo^ : 


ÿt po;,il n’ ddffïKc(z ) + 1>) *o\- J' /ma^c .dui poinb n_| ... _ . 

d afpxe z, peu. Jo AuxaiCahcin de \>CtH;u.r_ d 'a.fÿ>\c b 


~JUjofK>'&r>Cn 
H’ 


«y 3=133 





a. e £ 


jr 


s° ;h n e ? «JVffrxc 5 * o (51—» ^3=s'- 

^ to) ï O. 

on - l’s°- ^ on -, I - 7 1 J^crnc on 1 - |a*J - la.| 

. on i 5 | 

(on t on’) - cu^ 3_ = ou.^ a_ - o Cxirl oJl a. - I a.I e.' . 


3cm 


c a <A- -Co. $*Yn« fHue/c. de Ctrttle .0 t de AAppsib la.1 cb d'aujde. Ara 
Cj a = S Co / Arg o~ / la./) ... .. ^ XV 


- 9 .Cnrl 


3 ) 


’&o.S pauk'uxl,'cL : . Icx I - A aQofS q a = .rc. (O, 0trq à. ) . 

. acRv^o] r p^citrt^dkC*- - - 

-jtmstoÿ 


T£f A PPLlCF\TiO>J : 



3euxS le plaM P r»ooi‘ d^un répète. orlRonorme dlrecl" TiCo ^,^). On conSi dele : 

_ _u.n quadrlRafete connexe ABC.D ... ._. . ._ 

- ex tlu.'<jLLiemcnb / cou quaudr.fcxklc. / -tt po înf H, C resp H x / n 3 , r?^^ Kl que A .utuarvgle. An, B 
Cfesp Ë>ï] t Cj tin^A) So3 Atchojuglc cb iloctlc eJe /sommet n t C rcop ïïi.,ïïi,0t,) 

exp, c.,^ Jto tuf f.KtA ttSpecA'JtS de» point, e.^ S» , , 5<, affi'xcî» de F7, t U,, Oj, J7, 

JCcmtéex que. £[7,17^1 tl- rn t l7^1 Sanb or/Aego^ouxx ei~ onK mZmto Ao nguzuvs.__ 

' # 




t lU*- C^u3i JA Y^O^j ujA 7~ 1_ 
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Uo Oo u°- ‘uu.ftù* du toJtaê WttbueJ fouu tbuot. 

eb, cIaoïo tU' ,cLi ~J-(clu* d~e A *paoc- 

(qiMjuodxùu , jcuüUx (aiimt . i b,u_fe aCy*jiA 
pVvj-t Cù)(cLu Qj.fi "•) 


ilk 




bu> •’ CJUjdt^tL f y' O d/JJ'} J ccd Ou. r Ç J t* 0 Oit*- 1 ' ^ 

Y c cfa*' p f V j^cmui r°ctù^'e.Lr ok'rOck^u-î 

Ou àf fila tz. dcucm ’è *iju i_t ^ cJ-f dLt'«u. 5 J , f ^jact \f< tX\y tC- cl((qc 

£l> . 


T tnov ' t/j cJe *£, 


•4.. be.^'u.vl>3a ^ -uqj duaib ^A(b^ çjji 

o)^[ w (ÀOu 


^b'ovx^ A tf 6 z c^ûo.'Æ As< —ti dLiùti ►'tJô do ^ Q-//C.^(jt cLo >ti(h 

•j M. / 3 * £ Ift / ÂÏ4 . h A 6 } 

R.«. ijucuJ^aJ) . , A(b ! V X> f\. i/P'f1<Uxt_ cJLool d~J (2 ÿ 

• [A û ) X turt<jUA-\\j~ d-> bûu>i cjéjuXcj c&s A c. f 

• ✓Ooi V ^£C -O. K v/0 Ci J. jl cJj'f* 1 i[ eiJLA. tO A ) fa-fb Y^y «io^uï. 2. ^ 

ôrA.ü?).. _ 

. .aA héw: «( H / An =. «k-joujujL»- [A &3 

vV b. >. o n ’ fn? •- t Âfi J « 1 ^ dAo/ïç. <1* A Cüu^erux»' 

9 PfO^'^OH J <2> / A . CC ) •=: £)f (b. ^ <=> (âl,^ W «-4- aA£ (R / A& = Aid 

W ^ £>/*,u?K &6.V) -■> (b£?>C A.Z) 3;UA / A~6- ^ J 

—■> [A £ £f 6 , 1 /^ «r=s9/-té-P'//lG>-^vJ 

Jûox $(A,ü). ?(&,'!) -■> /"a a = A 7 «-L £*> * A'u! ) 

S f^',0 ) -k<‘ <_t- -3 A / Aû’r Au 

Cf 1 ,* *4 ) t ç"— -y ^(.^^-<.1^ A / _Ct s A ^ - Ju'r ^ 

A<b-- ACl H etDCA.û'Jo ÜkCh^ y ÀrU KV 

«. > w > ' ^ 
y A 6 +• i. t, v/ 

/ÿî = ^ ft v* i_ Â“è 
—V Hé £>(à,V) 
m ) c 0^, V ) 

UlLllu. Ujj ollClSu <Xa'(- &(ù> AJ) CL. f- . I 

h ij7 f 


<r— 


<?. 0 ^ 1 .? 


•'Êâ 


l) écpuj-tou. ^,h, C "tion /Oirt-Éi f- Jj £ A>u.l' c - —> C é 

^^ oJI ~ ’* «“«vi-Eouo V^“- c €1 c -> H>G(AC.) A £ (kc.) 


c 6) ']bc 

C -y A 
C. -£ (b 


* 




'iy / _ac . k ,ir 

A 6 -« e>C_ -. b. A é 
foc ^ c^h -1) A<b 


<r^3 


*) -4 j / & A - b 1 IÜ. 

A £ Cfe^] A <■ fc A s 1 c. 


















7 


' / e/nJ’t'e p2U tiJLT 


vi lc>tD 

(emUe 2>Q Or 35) 


L 


f*.Ofror; ) d_li <^— -» A g> of A c dff&'vJli ouv^ <n'> A(i A A C. ï o 


(A t t(A<b) C-> / At^ K A~<b 0-4 a"c a< ÂU 0&- 

) c ° f ‘l^ûj.jyts.-Hf [ ^Ui/I -.1 . <—» /C^ A (!*C. ^ o'*_^^. 

J[ y^aiw de. o * ^p 3 s 

d ^]dt~j.-utx^^ faiujJ' A-,ft,c 3 (O'udz aou aC)*^ oLt. <5_ 

«w a/jailj jclo-M. f A A c) - «J Ht 2 I OQa., fe'Jé/R' 1 J K$ * b Â<t-» k' A ~? 

m u < u ^ . Ca A C) 0*/kijulJU dll f?ao*tjUjwôt As A, C. i 

• JÙL S *V Vv A*C? (AftC.) *V Môtt’ ^M.if.vO 

. V M>, 0 ^Htl| Vêl^ W: kÀÜ ^k'/Td j 

j^V Cj Alu»' (o\Olvn_.- d4. vuû^i' y» ou. ÇaC.} /A3ai5viOLiif' fis — 


y»cu. ÇAC.} 

« 

«?. . V>tQ yo v 

(j|u>t «ciuWr 

j 5a.-“ A dûouja' / Jüi ^Ô’ ; f: J| H J (Vf? - JUL. ï O ^ -SV -U.A jolaw- 
«OÙ^u , A t £ , 7Z * j»\r d* dJL mAju*.* a m. 4. 

*■ ^V, tfj ~) -U.V ê htu>* î<e. Ÿl X 

A I *! ) - *\ *1 j A-rt «--*£ -°} r£ 

t • ^ 






?/ A , U , 4 ) Jo U.IA. e/ . 0 6 "R dLûUluV j ,M|uCt Aj^-t '* r “j 9 » Æ 

i> - «j Hé 'S y^Aé/R» | 0M - Hfî a v) t tfV la <Uo; C*. lo|? frisrxxu 
f*u. O . 


— * 
w 


W 1 U t u7 J. v Joal U/ 


-L V 


pn.Op Oy 


djuAu : >T K V x 

2> x <j H £ <î / ^ A 4 iR J on t A tj j* - d*o‘ti du Ajtr t Ki 

f><\sn oukI' ft*A 0 

3 (A, CZ ,t )- 3' IA\ u', V ') "afo^.c, A-- tA O 

- Ju' - a. TC -f 

- £’'• 4.^5-* 

AT' » / Ci! + f>V . 


. Md 5' 


_A'« - ^“''+ |t? i 

AM » (Vü'4 (vfy' f a a' ■ Aa u + Atv-# k<| lu- /t 

+ «c5 * A» 


i£ (7 


<*»•> M * ? 

<-> 5'c.y 


, ÙL 4- M’ 7 


|-**’i o u ^ \jv adL - Vsc * o -3 A , ft,C,Ii é?®* 1 ^ I u-. AU 


lu*. AU 

I V » L\ 


I J» : o» 

V t C.Œ -<iV 

6u 'MOU.Wt Al uufeJULU. y*Juu" 

■> 3 C Ai u , y A x 5**( A*,V i v* J —> A € ?(À, u , v ^ J^ 0 -* *- (f « A) / 

4-4 À 


% ^u' 
il* * J^v’ 


AA - •». ûV i 


>j.' *~y *y ’ aJ>wtid/<î>»««utf - ôù ^ J a P doue. 

^ d ) / jOi'x «11^4 

jv -_ eu - e/*/ 

-^a cfj'cOou.y^C»Ji «Tiu. 4, clt Uaiaa. 

û u «» ad., a_(> £■ O , 


f 3S; ^nr 
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û . d < jü tgttOU. 


A j fi, C # D C \ ‘sxfo ci* i t \r<Jb> 3 o <1/ ÔOu.J' tû J (a u eu. r' \ 
2) € ïffiitb.c) Ou A fi, C ct-Lfruir, , 


r«jLU Oj-Ukl* , £ t ?f A,b.C ) O •> A € Pffl>CO")Cï:> "P (fi , C ( î) )<*,£ £ ? ^.>'- 

€_u c.((«_^ T>C P( A ,f\>, C ) 4—» J fi t> ï A A 4 j /> 0 d 

* p»> «U«i»t*> /fg _ l *J _ L AC ; AMÔ*//* 

Z h- 

<*> 6 £ ? f A-, L, t) 

AfbC aJL-^*-a dlt[‘ ujyrrtu.^ /xnjL ctiOîfe, Jow.c t 

?(*,&,£>; cout(Ae>)do*c c 

/. I , . . doue c-c ?CP.e>, d; e £, 

e . **(Wj /// j ^ ) - & 

b _ Uo(5i< uo«-e ,, f/^/ft.C. û) CûlfaxAfu . <•=-> A^>. (AC- ^ A b \ ■= O 

Vv t CflAlf <lf^*-< iuiAuiÀ-* &Ù*dî 

» ^ •— ■> ^ IJ t. C • 

■=.> A C- A Ov^Vo^Ou aJ. Ouj. pV*. i.A ,c,b) ài dU'^cjUau F* 

(*wao.tO*> û £(*,£.*) Â& 6 T" ~ 

s e V c aq’. r’À’c a a £ ) * * 


AC A fl £ €- P i 


<=■ 


Ab. f Àc A A D ) t Q 


*Hi> 


<=> fifc Orjtl'0 ( fOucJ a AC A a îi 
Or fi-é A A3i OxtVj jooaL â A C il-a A 

Âd a fi~d t- Ab 

ÂC A AD -i* K L 

V( A Ali .L Sfb 

dûu.c ^A 3> , AC , * Ci ) "j-OxuuuL>-<-V _JULu ^ 
cAaac (A <bC.D) to iAaJxou r«j 


IU 


(bv^ouv/> rc'atw*/) de dUo-‘ r 5 o> cU ^aivo 


Ttu^outAJU €. 


djUu 


-J- C&Î cil gLLW- (AaO, ■"&? |oj aJ-J-CLAj^ . 

H *-o : S>tlp' cbw io,''f J £)//£)' <v> (g) «u- !&{\0)'._ 4> aJ~ 

c3 Sb ' cjo/ldiAa-'c 

fl(t.u) // £>(‘ A ', «.’•) ^=5 uti- îc' Cot' us OmVi . 

* . / 

. ÿ r où c=-> u et a' £d6i 

O^Ævû' £>//£>' <^=> ÜAÛ'r, C2< «> ^ e/ P ' Oiflouo CL' rî 

IH* Kh roujuuut ’ ÛLLJ. // • «~tw b, -le I (çuut_ 

C— r-0,^ -t-V 

^lOfu. cJLæ. j , ^jlû temtt c Jjj // IC *2* . /*/t.I û.(jlOu d c/vju ^OLVtM a J 

, j P jjjuji JJU-* yjjk. tLuai.b. (.CurJCLU-i- ^cu -ucu I? £o 

jL( f.oua_LM-b a' xjl/jî cb^'te cioumjm t 

i . dçx (Æx Agjip oLd^tî UJo |QL>tt.tjlü!Xi . 

riixoLiilufl. >Vj' 0>Ç/[,u ) e_i- & ( 6, 7J deu«■ cLlo.ITJ VAj ^cuclLlo'(a. (\x,\)^ou 

(J0L> UlCL'f l* J 

. C ? t 'A* , v j -a.^ rff AujlI o’ JU-U js>.Kj.L 

$ ?( J'.'u ) JD ^ ^ ’ î. ^5 



















E 2288 T 


36 

dÜUM 


^ ^ p.y.à) ^ du e 

^ ~ iï V f j, iï’ 

^ K fr b' ûIa ^ ^ 7 

AHi A/Jt-Æ/W £ ^ ^7 

Hêm '* M * û = Js “ ’* ?£îuwJ 


/Ml 

£ £(■£', V ) - 

i- Jj , 

* / Ârii > u J 

*'*- -1 

^ e l| r \ 

<9 <c 


<©' 

«= ^V/7 


1" Vîyrri-C^t «Sj jl Pb ^Û/'H. 


gb jy\ c e 

^w«. H e b 0 >> ' 

snt)’ u . p.a ^ . J „„ n ^ 0 

b- D^tt g> PW V^ùjL.rttg.;?) 

— ^l'- i/t '^ - -k/' p /.,<=*> a//«'«»» <k.'.ù JU P 

■ tüü fcK y t>^-> •*- »<*.?; £//? æ> i 4(6 , ? j C A /iCê -j 

_> —> i ( A ! U 

Z) 3 je ■=> e~- X>Cb> < ^ => ^ fe ? 

——f // 0 ' «V/ J° ■=.> £)V/v? 

<U ^' y 1 £. Jo„, */, ©' ot,^ :• 

L 

—- ^ au ~ Kcou.5 /* ko u, [,cuaiU6 >.^ 

J 0 ^ 3> n ? ^ ^ , p;^ h 

XT WjU jû* (y, 5?) fca* rf t ?' .£.» ^ ?’ Ho 

r ^ ? ^ cj -°^ 

ctû^c £>0 7 <V a^_ r e_’e4u^-‘' fl - !iU_b 

• . # 

) SdL g £> . (A ,5 ) .»§ (a, 5 

**« T } 

^••5"^)^7 M7 *. a: A. J 1 A ,7' 

*•** w ; re^ /T^V^ l 

_. *, î?*rWS * au ;7v,,V * V w* 

MC, -_ 1» 7 ♦ V» ^ J tf 3 * 

Æ) O ?.. ^ MJ 


cLum 










E 2288 T 37 

*>D_ /^r*.Ctovv. -uXaXXx. o^XJürt cLu^Z Ms-* lXUl^\ <£> 0~ 'J* «>n.e XJXt- 

-TTZTiM. <U aÂ* • ^ 

- . , , j i & U? v- c&pj^S 

?■ 1^3.'te o> <\æuji ■VlkofrQv "'■■'■> —- 


ivjUUUO , 


<ru- 

//. 

?X- 




* .... 

e) a \ ojC\>3«4. 

1 G) Cà,u ) i y L v . w ") 

dr "P eiTUop^oLfe 7ou-tc cUo. L T 

« 

1 

• 

ttiJLûvjuuucl 

p fA 

,uj ■!• î* f (b , \f . w/ ) 

Û=o -U. G = U-. 14/ i ù 

[ 


tfj-l iU 

=> 

û’f <b. V J e-i' P" ( fl» . 

d'aloT Ça. cU l ’ uj-'Ho^a 

a/ ) cUo* ^ du. !P 

0J.C0' e> cP i- 3 " Jw ^ 


LC'JsLPfsJULLX <4. 

G . Ç£ala* {xujlLU- ’Ct-A 


J)\ V’'- ù-’ » vJ O 

<=- Qv , Oj ") frjÿr. t^wLtîiU dLi. cLootu dLa. *? cU fo. 

uuu- i> ( R , Ai/ \<~^ r ) «(ouc. |ûo-r -^'^ûLu't* 
J-u tlui.’ f icat ûùua y £0 -L a? /TL «(.TL ûLr , 

S/,?' 2 ± ? => î' 


- dU-paA' 


trou. 


S /i J 1 c=-> ?=. ?' Ool 


7*. 
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Réflexions du |)lnn échangeant deux droites concourantes données, bissectrices.Applications an triangle et au cercle 
(cercle * , -inscrit...). 

On se place dons le plan afTinrJ'oricnté. 

On suppose connues les notions suivantes: 

4 réflexions 

* angles légalité d'angle* modulo 1% ) 


lutralucticu: Noient «leux droites P, et D., distinctes: on cherche toutes le* réflexions nui échangent ces deux droite 


I) Bissectrices de demi-droites et de droites 
I p )Rechcrchc tics points iuvnrinnts. 

Proposition: Soient D t et Dj Jeux droites distinctes. S'il existe une réflexion s d'axe A qui transforme D t en 
D 3 etDj enD, alors soit 4 D, etD : sont parallèles, soit elles sont concourantes. 

Détn.: 

On rcmnrque d'abord que tout point de A est invariant par la réflexion. 

a) Si D, et D, sont parallèles alors nécessairement A n'est sécante ni avec l'une ni avec l'autre: sinon le point 
d’intersection de D, avec A, A, serait invariant par la réflexion et donc D, couperait D, en A ( en effet 

*( D, ) — Dj donc t(A)cDj). F.t ceci contredit l'hypothèse 'D, parallèle à D 2 ’. 

b) Si D| n Dj {A} alors A n'est parallèle ni à l'une ni à l'autre: ci l'axe est parallèle à D ( (reep. Dj) alors 
s(D,) est parallèle à D, (resp. c(D 2 ) est parallèle à D 2 ); c'cst A dire D 2 est parallèle à D, (resp. D t est parallèle 
à D 2 ), ce qui contredit l'hypothèse 'D| et D 2 sont sécantes'. 

Soit alors B le point d'intersection de A avec D,: s(B)~B et donc Be D,, rfoù enfin B=A et les trois droites 
sont concourantes. 

2°)DénniÉion des bissectrices. 

Proposhion/défuiiticm: Il existe une unique réflexion, s. qui échange deux demi-droites [Ox) et [Oy) 
données, d'origine commune O. 

» L'axe de cette réflexion, A est appelé bissectrice de [Ox) et [Oy). 


Dém.: 

a) Si (Ox) ~ (Oy) alors A est la droite contenant (Ox). 

b) Si |Ox)^[Üy) alors la proposition du premier paragraphe donne que, si s existe, A, son axe, passe par O. 
Soit Ae(Ox) et soit Be(Oy) et tels queOA^OB; on as(0)=0 et donc OA=Os(A). Et puisque s(A) e(Oy), 
s(A)~B: A est la médiatrice de [,‘VB].(cf. unicité de la médiatrice.) 

Montrons que la réflexion d'axe la médiatrice de (AB| échange (Ox) et (Oy): e(0)“0 et e(A)’B donc 

s((Ox)>-s([Oy)). 

Proposition/définition: SoientD t etD 2 deux droites distinctes 'uxJlIi £v 0 .■ aûciA (^,1,11 

> if a' f * c/-0.r^fltr£ J> ( et 

Leurs axes, A et A', sont appelés bissectrices de D t et Dj. 

De plus on a AJ.A' et s a s' = s' o.s = s o , où s o est la symétrie centrale de centre O. 

Soit Ae D ( et soient B et D deux points distincts de D 2 tels que OA=OB=OD. D'apré* la proposition qui 
précède il existe une unique réflexion qui échange [OA) et (OB) d'une part, d il existe une unique réflexion 
qui échange (OA) et (OD) d'outre part On note* d ** (resp.) cei deux réflexions. 

Ainsi s d s'échangent D, d D,. Montrons que ce sont les seules réflexions qui le font: 

Il suffit pour cela de constater que s envoie A sur un point M de D 2 tel que OM=OA: M est donc soit B soit 
D. C'est s qui envoie A sur 0 d a* qui envoie A sur D. 

On a s(0)-«io)-0, s(B)-A d s^DJ-'A. 

Donc c(D)*A (car D*H), 8(0)?!^ et de plus Os(D)KJD"OA: s(D) est le symétrique de A par rapport à O 
(on le note C). De même on trouve s'(D)=C. 

Donc s o s'(D)- s' ns(B)“D= i Q (n), s' os(A)= s a s'(A)= s 0 (A) et enfin s os’(0)= e' os(0)=0 ~s 0 (0) donc ( 
voir le théorcme en amicxc)s os' = s’ os = s 0 . Mais deux réflexions commutent si et seulement ci leurs axes 
sont orthogonaux donc ALA'. / 6 . >'« b - A o*' <=> 

^ C«J j 
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Exemple: Dans le triangle ABC, la bissectrice des demi-droites (AB) et f AC) est dite 'bissectrice intérieure 1 ; 
l'autre bissectrice des droites (AB) et (AC) est appdee bissectrice extérieure. 

3°)Propriété métrique. 

Proposition: L'ensemble des points équidistants de deux droites sécantes D l elD-, est la réunion de leurs 
bissectrices. 

déni.: 

Soit A une bissectrice de Dj et D ; , et M un point de A: soit s la reflexion d'axe A. On a d'apres ce qui 
précédé; d(MJ) 1 )^d(s(M)j»(D 1 ))^ d(MJD-,). Donc tout point de la bissectrice est équidistant de D- et D-. 


Réciproquement: soit M un point équidistant de D, et D, et soient II et H' scs projetés orthogonaux sur D, et 
D;. Alois M est sur la médiatrice de [HIT] ainsi que O (Py thaeorc): c'est à dire M appartient à l'une des 
bissectrices deD, et D n . 


^Propriété angulaire. 

Proposiuon: Soit [Oxl et [CM deux demi-droites de même origine: sou de plus [Oz) la demi-droite portée 

par la bissectrice de [(h) et [Oy;). telle que uour tout couple de points (M.N U [Oxi x[Ov), [hCNj 
> encontre [OSi. 

On a alors: angte(fOx).[Od)= anglc((Ozl,{Oyj)= 1/2 angle([Ox).[Oyi). 



C'cst immédiat d'apres les propriétés des réflexions: on note M un point de (Ox) et P son image par la 
réflexion d'axe lu bissectrice de [Ox]) etfOy). Alors P est un point de [Oy ) et on a l'égalité d'angles de 
vecteurs: angle (OM,ON)=anglc (CJN,ÔP) pour tout point N de la bissectrice. 


IIJApplications 

l°)Ccnlrc du cercle inscrit dans un triangle. 

Proposition: Les bissectrices intérieures d'un triangle sont concourantes en un point I. Ce point est le centre 
du cercle inscrit du triangle. 
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Dcm: 

a) Deux bissectrices intérieures d'un triangle se coupent à l'intérieur du triangle: soit ABC un triangle et A' 
(resp. B', C') le point d'intersection de la bissectrice intérieure issue de A (resp. B, C) avec [BC] (resp. [AC], 
[AB] ). Alors A et A’ sont de part et d'autre de (BB'); donc le point d'intersection des deux bissectrices (AA') 
et (BB') nppnrticnt à [AA']: il est. intérieur au triangle. 

b) Soit I ce point d'intersection. Puisque I est un point des bissectrices intérieures issues de A et de B, I est 
équidistant des droites (AC) et (AB) d'une pnrt et (AB) et (BC) d'outre part: il est ainsi équidistant de (AC) et 
de (EC), donc il appartient à l'une des bissectrices de ces droites. Mais comme I est intérieur au triangle il 
appartient a la bissectrice intérieure. Les bissectrices intérieures sont donc concourantes en I. 

Il est immédiat que I est le centre du cercle inscrit de ABC. 

2°)Ccntrcs des cercles cxinscrits. 

Proposition: Dans un triangle, deux bissectrices extérieures et une bissectrice intérieure, chacune contenant 
un sommet du triangle différent, sont concourantes. Leur point de concours est la centre d'un 
des cercles exinscrits du triangle. 


: 4<*\. AjJtiJh-U. A tàx-nà dt CA/U. vu. <U> A IrCi-eJfcuS*. 1/rXZ'ùiUA*. 

jtc >0‘«u^k-CH A COUj*. [&C J l*. IA tU (£-/<-)/ ^ ^ 'Atf3cXa.es. V/Uucu^c. 

,L_ l'iiyJU. in «r jj cS \f>C J ^ IXxt^U. (A/Vc) IoAjÛl Oh A J Cio (& C) ^ 

I ^ IbyuUxi. (k. I&I '-&■) A) - 

Ccruat jsUciux,. ol h f ë> ère 1 to> ccuML iLéa tÂxxo ulmAo enf. t/n^o*- Am_ 

C zi-tMjA (ft 6>C, J M ÇLxo^jU. «b* (h f&C'J 

'S'j flT~ AX^Jjç . 

^pOrw,tu>n ■ Sc-il ^ xt~ M aou. eyxJjiyU^Lc^. £ utk- cimSA. . 

ü J> oh y ^ M Or tz^JUo à 

(JO . 

Arr - '^‘ceoc ce-»- |\|>ou»e. - ie couJjl M. ulmXXx X rru.tAu. <A (jPAfJ 

e> T eJr T ' jk 0 txurXÀi. cb. . ^rj d - (WT'J oJb^ hi^-c-nA} Si 'é 
f(nr)±(roJ ^ (nr')J-(r'o) J. 

Ç<.W^waU : (OM'j loir Ai iisae.JzA, ju, vii^btt, J> <d~ J> / CfLL 

rùjàfiji* (l 1 CLfiC (otJ) icÂtyL ( Hr) Ü-Çnr')y Cior 
biMeJziutj cks (UdJl. ir (pT'^j 

V ) Jfc Ary-proi (Zck A icAutU,*^ c*. de 

Lx^yejA. 'Xi.'t’oJAr*. tsvJÂL 'X&crr&.Ulï. iiÀjm.e.ttsx^r u-n jAec. O 

C-u. ji U lLl>Jâ. ts. . , . - 

( A. coosi otut^eCî vm.U 

t*x. to rr ^ l. tü mjr \C^7xXx^-y\ oW Cii-hAxi. Q 


— A ù C V 


hu-osC 0 
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AsL&l\S * - 


RELATIONS METRIQUES ET TRIGONOMETRIQUES DANS LE TRIANGLE RECTANGLE 






7 


f ~ ~ « «- 

Dans toute la suite ABC désigne un triangle non aplatiH le pied de 

A 

la hauteur issue de A,I le pied de la médiane issue de A.A est la mesure 
en radian de l'angle géométrique des deux demi-droites [AB) et [AC).De 

AA A A A A A A A 

même B et C.On a donc A,B,C e ] 0 , 7 r[,et A + B + C = 7 r,et le triangle ABC 
est rectangle en A si et seulement si A = 77 / 2 ,soit ÂÊ.AC* = 0. 



Certaines relations caractérisent les triangles rectangles: 

I Relations caractéristiques du triangle rectangle . 

Théorème 1 (Pythagore).ABC est rectangle en A si et seulement si: 

2 2 2 
BC = AB + AC 

BC 2 = (B^ + ÂÔ) 2 = AB 2 + AC 2 - 2ÂÉ.Â(*.D'OÙ:2ÂÊ.ÂC* = (AB 2 + AC 2 -BC 2 ) 
Proposition 2.ABC est rectangle en A si et seulement si: 


2IA = BC. 

En effet:ÂÉ.Â(* = (A? + TÉ) (Â? + TÉ) = (Â? + ÏÉ)(Â? - ÏÉ) = AI 2 - IB 2 

2 12 
= AI - 7 BC . 

4 

Corollaire 3 .ABC est rectangle en A si et seulement si A appartient 
au cercle de diamètre [BC]. 

On a les relations suivantes: 

ÂÉ.ÂÉ = ÂÉ(ÂÉ + BC*) = AB 2 + ÂÉ.BC* = AB 2 - B^.BC* = AB 2 - BC.BH.On utilise 


un vecteur unitaire porté par (BC) pour définir les mesures algébriques. 
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On a aussi : b]Lb(* = BC.BH = BA.BC cosB.Des relations précédentes on tire: 

Proposition 4.ABC est rectangle en A si et seulement si: 

.2 


AB = BC.BH 

Proposition 5.ABC est rectangle en A si et seulement si: 


O BA 

cosB = 


f 


BC ^ ü -p 

On obtient des relations similaires en permutant B et C.v, 

On peut aussi calculer:Âê.Â5 = (ÀÏÎ + ÏÏÉ) (Alt + H(*) = AH 2 + HÊ.HC* = 

= AH 2 + HB.HC.D'où: 

Proposition 6 .ABC est rectangle en A si et seulement si: 

AH 2 = -HB.HC. 




On sait la formule: | det(ÂÉ,Â(*) | = AB.AC sinA,de sorte que ABC est 
rectangle en A si et seulement si |det(Ââ,A$)| = AB.AC. 

Mais on a:det(ÂÉ,Xé) = det(ÂÉ,Ât+B£) = det(Âf,B^) = det(B(*,BÎ) = 

= det(B?,Bït+HÏ) = det(B(*,H^) = C BC.AH car BC et HA 
sont perpendiculaires.On a donc: 

Proposition 7.ABC est rectangle en A si et seulement si: 


AB.AC = BC.AH. 


On peut aussi écrire: | det(B^,B^) | = BC.BA sinB = |det(Xê,X6)| - AB.ACsinA 
On obtient ainsi: 

Proposition 8 .ABC est rectangle en A si et seulement si: 

A x r* , 

sinB = ,relation similaire par échange de B et C. 
BC 

Proposition 9/ABC est rectangle en A si et seulement si: 


é AC . . A AB 

tgB = x§ et tgc = jg 


La condition nécéssaire découle des propositions 5 et 8 .Si réciproquement 


on a tgC = +-7 =tg - B),et puisque B + C e ]0,TT[,on trouve:B + C 
tgB 2 

A 

et donc A = Q. 


n 

2 
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Il faut remarquer qu'une seule des deux relations de la proposition 9; 


ne suffit pas à établir que le triangle est rectangle,comme on le voit 


/ ' 
/ ' 


sur la figure ci-dessous ,011 le triangle AB'C n'est pas rectangle. 





Il Relations non caractéristiques. 

Proposition 10.Si ABC est rectangle en A,alors: 

. ~ AC 

t 9 B = XB 

Proposition 11 .Si ABC est rectangle en A,alors: 

2 — ”*~2 + 2 
An AB^ AC Z 


On part de la relation de la proposition 7 élevée au carré que l'on divise 
1 


2 2 
AB + AC 


AH 


2 2 
AB^ AC 


,d'où le résultat.La même figure que ci-dessus 


prouve que la condition n'est pas suffisante. 


XII Applications . 

Sur la figure ci-dessous,on connait d=AB,a,/3.Calculer la hauteur 
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^ CaHvkbÙ* (l^U^ 

l^Jy^ dto> 9(*^cu~c>j^ / r ÇMA/tiè ■ 


D</t 


c/.^ Cfum^W-L^ J4hc b ÇQaut; 
^S=. bc (ou <h *4^vva^ /f 1XL J. 



D c 


A w ,i> *J & , fe &m °J ‘ ( n>« *> ^ N ^ 

il/LCL^e^udb • 

Tnty^gfc d - &»• «*£ co-^-e . 

Jf J <~ 4 <r lui 4 W». r* °'d *'*&**&*• ^ 
CohsM^iAP/^^^- /fÇ£^ <$^ |^B//Dc/6^tfp//6ç}* 

(^V* 

{^>J çûyt (b . 

(/— i *1 b LA f) [b*wv4, ht u-iy ^ _>, -7) -?> 7"^ 

v -' n D ^ *4 ’^L /-' ÀS ^ Hb * tC ^ nx-lP 

, wB =/ /Bc ^ _> _ ^ 

Cl »S-.a - r2 - * 2 . a e f *-- = fl»ti»D • 


=§>j^fcc ; ^> Ac= A8 + 8C. rflÛHW- 

' ^ /0c- r m. Ad o —> -“> ”2 . ^2. v A — i• — A 

*»* + *> 

(*Ct l - A t>e P 



hUüA&f 


e * t , &UK ïAM C / rffàcp , 

75 + &t r i rtr (l—£e- t ^ x ^ 

tto « *' r /fb+Àp; itè (_5—4.(BI>jJ ) 

du fecjef febj c f oj & ztÿvcbùl du OhoJhi X. 
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[cfy a> Hb/icù ■ I 
aixfiv, '(?cl tl - 



Cq/i(U(JLüA/6^^(^ ^ b yrJMs^ lu—i feo/èçcj) c^bæJ^ oti 

(#*>*» "*d Zoii ■«!««< 

0=^/- Colux^ ^(pv dlL CUs fc. 

(^^*7 Snf" £) jÆt(fcK^ct(W h (h pyuü^ 1 ^ a ^ ^ pa»i £ hjxûicdfô'Q 
CL Y)C pOT. ^/" Ut^. ^ 

C^tfLOi>^Ô<l^Æiü^ i. ^*1. £ Q - /? $ / ^ ^ ~ - .0(r^C f) Uaa 

dùAX k J. u~kxjtiJiy^ <4. fë[c,/ity e (- &(.0) 

l ^ tyd-^ yJ-J-^ou.^ 4l 4 <4, uuJ^i^c. (Al led 

À (vit® €t« j»,/ (j/ni-c -2 '((l péh* fi~.c,Ét p»i fl C *t awh/<tJ[ ata $ 

4 o\[ D ; . PuA/* 4bc D <J- D-b'ef 4§c d pJÜlL 

?>yA' û^Àvv - \/}ftc b/ ~J (tfft / Bp* + (D?, Pp 

LU u^ %f^%À f^J J^UJr ^ 

r, 

& X>> : l^B, /lV + %/_ n 

•= - (tfB ,b2/ -_ i] 

LU ÇtwiaÀh 'ïdr J 
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Gj / Uaa^ —6 ■£ 

(UcK.tr- 


j£ «n AtsJk cu ^ 0J * Vt ) cfiO- (k ^ • 

GïULckvd*^) ^ C(/vuhldbib ^ £i ^4 <bl IM 

I 

utc/tfe éa. Oï^^u 1 ût d.'ffM -d. U !<l cUfiAA.Ôlxc^ Z- 

$c i^. futifcldfrL cfi~*xe * 1 C*^&) JhoU, c \l ^ Û/ ^U^U. 

^ JfÀ U. S^_e SchJ- £n y g/ ^ qu&kits-jL co^tfe w*k»C- 

VA -8e, 

,»4 * gA • 


< 76 . 


“i 


M 


s«|l <L hJ^ -4 À'a^c^Â & ^ C Bp ^ A A ^ 

IflüiiM, *M- IrfB = ICDrJbC^ 
_ ^ *5c * îc\ - -T Bc - f* 

•z^f?p = n 

Z(y^l /}&c -oit'p r J? _ 

^ D J^f <M* Xeclcu^Q ^ >6 ûf/ u/y>CM*/ dIcua}, (b 

(BMjJk Zjl L 4 t 4 üi r #/ ^ / d.D^ I rf'C \>>- ££^ &(- PcC~^>t> ■ 




■bfuCL ^ u*. JsrUc 

&-*, cUosC^ C^u_ 
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I CU^cdr J^iuX (>4 CO^fiCtMf^ l'Ic^C icuv> e(jCcuS(- 

# B£ D ==> £ fl m°(ÀatrU'«L ^ B D °hx 

fà, a ^ BCrCD Ica*. i&nJfc&ytt —ej it~ 4c**l-& 
moUï^^ £ ^ d'o^ 4c*L BD. 

^ gn7X ^ / ~ Lifo C(piXes üj~ (ZVL - -£ #W-t <2c/ ^ ^5 


U*A^ ^£,^C£W>-^ 


/tWv O ^ ô/ U*/V $P>>ÙL+*- g 6 


/ 


; i 


^ c^unf 


\1m. *** CU/t " UjjyJw -Svt u a w-i ^64^ 

// ^ '^ cC ^ “^3 Ouc a^<j& oIko*-/- (J~ 2 

tc^toA-fi ^ûax , ** ^ Ax^A> écjjûJk 

ttv MWte oc A cô^fe, 0^cia\ t e4~cb) oU .acj 04 —-o*^ ^CpCAp^w^Ci^ 
(JL^C Cf^iL A . 


A^>^tCA.Lo^. • C-. l^/s pcA< 4 _ £jfnl i^ulyÿuX Jjjk c3-fe^ uJchx (a fcn* 


O^iM c /n^l Coti^c&CjKV)- 


t f F 



<J- M//Hf p rififr'l- tvc v 

c b(tnr v 


" 45^D£ 


7/ IsiAcnx rp ^ cr ' 


V'c 


o-t-.fc» ^ COt ^ t 


et-J- Fl-/. 


. /I U ~il M AO oJs^cU^ 

cLlc^ •*<£>£ r *■ 
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: - -Wj*^** 0 ^ ^ ^ctfs»Xv> °^ w - 

,. . 't l >R,\o&.<W\ T*X^XA C.V* O C.0». 

— ^»oiUv2>t^ ^ ^~u^- '^■>- : ' (.&>•». WstVtCi^ 

Çvn y*. tVt-fs O^-'^sÿ. 

XjjT^N^^ CC^gSVvfoo^ ipsiA^ K^ vNjU - ‘ 
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* <ÔHS cV^w*. ^ C£>\>iÉüvJ^ V f^- < \^\ ~~ ^ 

\ • . ^ USUi'&'hlUi V&K&S'VXà ft^lxN C<H\'«SANIC^ VNP*l V ^C. ^ ^ 

\W^ ‘ - X ak »-''&• ^ "i i ^ C(SJ ^ 

* v 1 * ^•» »v^-- V:» - ç v w v * 

-)L 0. çX ^ (.\MV,t< - W'- ^AV cO ■Ç"’ 0>**W- __ | 

-. -- à $\= f * f»^r= r & - r * ï c 1 


r 




\y>S\U\Cfc^V'\C\ . v -’ -*■ 

x *n «•>■ w k & V. 2 - & * V\^ jw^ V1 

*' «u\ ^ ^ ^ ^ *° 

frc-^- . \ Ofi\ V\uÂ<*> V ? V W- \^VM. '* \VM~\ r \^i> '~ )^* \ * ^ 

^î.\«MV^ tX_ ^f^|.-* | ^ ^ ‘•^'^'^1- | ’*' j^*'\^ 

^ï\ V ^tvW. çcri. # «\ &*&*»> tW ^ ‘^^%NO axiy^ 

V>N\ ^ ^Âx.î. ^ 1' tt>-^^O^C.N (W^L ^jSÜDJaV 

QV\ ^î. CJjvK''^- Q; 

"^v . S<*x v ^ V^ ^ \v t .. w\ 3 ^ W^W 

«*,»-.nAt> t$ . “T’ — .*n Lx. 3 / *V. X«* -x r^ov'rr^XoX^^.N 


JC^' x A^'tN V\\^v v vj — i \ ^ ^1 * \ J) 

\<L C\^\K^K. ^-X-O Jtv\ ^\j<i. C^C-iv^f. cSK--> ^T- 

Gon«v ÔsT'O»* ^ ari^Àc^c.N M* : *^- 0 ^ 

- XN X --- (^ H .. fcft \ 

'' \w) 

McÀ^ ^ i f - : ;,\ Qpa- k ^ ^’IV-W- 

cp,-0\^*i . (k '-^*v \ ( t'! > --■ K\ 

^Ul 'dl - \fty ÿv| ■. \^ ^ i 




\yw ■ ' * V^ 


ox B v çSi,. ^] 

^ A V : a v 


^ \^\^'" ,w ^ ^\*~3 cvV'ô^ ^ ^ ^ 1 ^ , H 

w K^Vv-r\ 

& v* = ^ ^ 

0>j>s.qu.<.v\«- • &. 'ACUvi ^h^NC. Û XK.C ^ là\ \xr,N\ \x UPt.NCTA^W (X xwA )i#?\v^ _ 

-V- T -^ ^ ^ ^ V 
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V S V- * V \ 

Wf\ ^ $ \c«X w«- G fteiA -L 

' ^lw\ G '. ^CS^O Vn*v ^ÇTsf»«V*^ O^Ns. ^ *aN V>rtN CW*'**- '^~ ~- ) k ( | 

«:-rv\<. W\<. r>R* ^ ^£»\<u>aaj*> ^ 
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W\^ - «* ^ \VA ,\W= \& M 

<C c^> • ^ W™. V &\«\Y ^ Vx^ c\<^ V-'iÀ. H%^\ 

\ CC»Csrw>«- t ^C.^-t\jç > ^ oS ^-lA jl\ ^ k> 


i~ 




m 


V^i- r ~ ( i*c ^rr.\. \,o\ MEJ.V' V •S?‘t« &l V. k«*. 
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^ -\ - ^ \- ^ V Hm) 

) 

<jc&*. *, 


ï<: Cvyùvi. *. , f. , tv 

w Y _ cccvy*. <w v^ts \Ci ci*. ijptv. Çjrjàiï-& 
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câ cd!>b Jjl*a A /bvsQ/njjb^ : vtvlcLucJXÛ^^ 

}\txu)ZMJlù j rrrJL(LC.asAlOj £n/yie.o(X^O^ ___ ^ul"n oooh] 
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cl 1 ol/xz. A ^ cUde^Ah-n A aJUxo 

V-& & H 4 cru. <ê A. 

(y-A +■ +-6-C r G-/V + 2.G-fY x^ybdut^cudz. clT /l/^ / 
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(jj yvùJUtM, de. (o H J 

A 1 é ^ =J) lo A 1 - co 

' cid^o A frajJyi 'U.ÜZyy^/e OA-'H^ H 

=) 6. f ' 

» • 

P%t^: OÂVoftVoC tf- A Aytd,\xi^uL de H jju. \ccj^-aO~ àT 

M-jjaeJXCfO~ ajj. (iKtie. uÀ^com* cùcfc cujl IZctcsyJh. (A& CJ 


h 


A 


2tA^: où = 3 06- — 0~A 4-03*+ o c 

— C ~ A-r.> - —> 

s=*X 


=) 0^/ — OA 

P(Ü'- iÔK’ . SjJr W t =-^ fic (ü) H 1 


—'^ -^ -0 

6^8 4-oc a J_ aA 0 


■A 


-i 


H 


~> A 


£ 

'TC r. 




ttC /M 

* \ ^ r A;r V K)= 

<U C ^c. of-4 oHf-ofa. 

-L_C,L ^ ^ ^ ^ *Yr 4 2 S - ' d ^ ■ 
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J) . Ç)C*Xo£ù'«-<> 


J>ej : $ (À 6 [ ch L^/^C Aimsx de^rU. - tLuyJUs, a -x toiy^U. &là'x~ob,L<ju 

wKjLWAX. cU_ (jA-&[_ jfÂ ^ 'j (f&, AC,) / âsxrXo A j^AZ^a^J- A 

)c^ju <^U- yà^ [ A d[ £*- bànL&u. tvi'ewf^u cJ- urJz^M. -Llsk4 

-L Ui te èLÇk 

Msr* l^rvùM 31 <-V+Xm, 3, Ms*. UUjJx. 3Hyr\^Otl3~ tlMSX. Locnsl Cotisa 3 m. CU. Hsrÿiyl-l. . jAOstOo 

xt j- ux ' (Ai&jC ~j 11 A- jxuA- Ccrt^3-Oy^rJiis\ itU^ CMtJÀy’uU, C a v -4 %) 

Jzvnj Ia- bCv/. ttù. U- iw.^C'ifcwU <4 i £.A.C£" ) c/ruy. BC tM. X"^" 


fcA JUstn. 

Ix. 


V. I / / fl 

«Ave i* ^ /xÏ^asm h. |iaun tu. Jjlusx Ax+iu.' jJasKo fj~ & eA- Tq mtkT 3a yxuj- 

th <u^£w cU. (AIfi.'J •=») C 4 r ô ] °^y- (A-^a-) 


u w o J f\* rfm s 

pu» J «*!' f âI «] 1 f 61 ® ’ ^ 

^ (/VI*) 0 eh vrlLnu. ajje vJjuokZ 33 [&?a J 

J oh ej^AilraW* 0 û ^ (ftcj er(&C^ 

4 pt d 1 fl ^ (&r fl )ei-^^ <w x <^/B nfij 


cU 


I .Mp unh.'LÎ/JM. *M- &- L -0s*j / lc j fi^a Uttu3o'l\A^C<0> Ô<O0-J COhJZcj’MAo ygtrxJ' Août i< AjL- 

rrJxrj. fiior li. ^ /B&vd" lyMyrJZo wA, tw^ axlto tLoy\i cZ~ (co b, cJ. 

P^_ ; lU^ Îàav-Ja1<J- j3A'c~jUmhjl jlJ~ ,3-LUsy Jhs^ccJlôoUs) e^r/ê'uCiu^» <k. cs>^yo*J- 

O*. Ms*, jj&lnt (JOyJsjl, du. U*.(h- Ox(3mooJ~ ^ Jjl oara'uL^^n, (, « conJ3Lof*v*d 

^ - «Lj îrj e^j />C rn a. -4. $rCYX-(J*ocL. 0*3C "U 6o-ct. Aj- J. a ^^ t ' ***■ A - 

citdn. • /^v 


(ATfi'j or A. bi,v.d3Lu- o^3t \*'umjl -h*. ^ *,uyo^r- yis> oAw 


- _ fcUkv . bu’toct^uOo û<^u 

(aT ; ) = (sj ; Bx ) £enj=,) 2/ ^ ) - i( ôj ( 2>^ J C^J ^ ^t c a 

/\ /^v v, . » —>» \ l ^ /■**-> s - 



=> 


tt.^, .iwx+toXu *OL» 


(«' Ac ]« (Bj ,6c ) r«3 

/ —*5 \ ^ UupOvJ J. a, X. 

— X — (B C . 8/V ) T 2.T"] p=»»Vp - v &, K 4 



^ (Ae, AC )-v- ^? ( 6A ) -TT ftnj Dphw .' fiU ejw~ 

. •—n —■> \ - r**r~K cUi ( Lv^v lX- aA- o*^Ue-vti-^ 

. ^)(cft { c&)-0 fL«3 co<c^ 

^ ^r A )n(a*) = J «• j «* 

<4(^8^ (ACJ lh(ac) <Urxo -Tj- a^ZloiJ- 3- aK “ M ‘ U - ‘l - ' C c ~V' ,v> ' 

J?/L fan'luiAUx OfltJüiMAJÙ O* C 

e Le i rC^ua*>A^ p c*n cUau , 

ttl LO^^TL^X, cfx- J* ,ÔO*S j -?ua AiUvy 


fl' ^Cm Sj.0 j snbhtd I yj^ £ ( UAIJL A! o3lo (MU. Wtja3z* ch Lllc l/ahcu, cJItoPuju 

An'X -■’Vh tÆto dIMX CUÀU . •. 


r?»t 
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Réflexions et rotations du plan. Invariants élémentaires: 

EFFET SUR LES DISTANCES, LES ANGLES, L'ALIGNEMENT... 

Applications à l'action sur les configurations usuelles. 


Pour cette leçon, la médiatrice d’un segment et ses propriétés sont connues. 


I Réflexions 

Définitions : Soit A une droite du plan euclidien. On appelle réflexion 
d’axe A l’application qui à tous point W du plan associé le point 

M' tel que A est la médiatrice du segment [W M ‘]. 

-I- 

Propriétés: 


n 


1/ û.o ô.= Id 
A A 

2/ ô. (M) = M <=» W € A 
A 

3/ û. est une isométrie 
A - 


donc •& est une bijection 


A 



Si ( MN ) r\ A- J, J est l’un des points de la médiatrice commune de [M M’ ] et 
[W N’] donc JM= JM’, JN=JN'. De plus J est l’un des centres d’homothéties 
qui envoi# ^segment [MW'] sur le segment [NN'] donc TM— JN ' 

4/. û est donc une_applicationsaffine: ^ 1/fl <V J|=llMi || 




M' 


la démonstration est À, la Pin iirtufiVjCt, . ( n/ jUfdr t ycs> 4 

v n OmJU cùUk 4 («**«. ujcuTxJi^. tu*-» 

En conséquence conserve l’alignement, le parallélisme, les barycentres. C';vOi* 
L’application linéaire associée à est la symétrie orthogonale d’axe Â. 

5/.On admet que: une réflexion transforme un angle de vecteurs en son opposé 

c’est à dire: 

(fitf, p$) = - |a(M) û(M), 4(P) 4C(?]j [Ztt] . cW a* . 


>na.w 

t jv^cjUlXBJ 


II Rotations: 


1/ Définition: Soit 0 un point du plan et 0 un réel. On appelle rotation de 

centre 0 < CDuJl «lu vi dX, o^nj' uu' , - £) 

eu # IcUtUltê. - ‘ ' 1°°*- y 

Remargue: si n. est distincte de l’identité, n à pour seul point fixe 0. 

2/ Proposition : Toute rotation de centre 0 est le produit de deux réflexions 

d’axes passant par 0. fAfO 

Démonstration: Soit M un point du plan,Kn.(M) son image par la rotation n. de 
centre 0 . U yy (U |.j une ^ Q CCL ^ J 


eau 
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o^(Oj~0 zh / /i c ;L ( / ^)=/ V l c tovLc ^ o "v uJsrr'Cf Jb^. JLxc^tL [O 

« 

ycwJÂ ^jO)LüA ^ fctfU-ÎL Asternâ lùi/ oAA^ttto^d AtU* j~sr t'H/X» jj-ta ce* cLxatunCsEi 

g adUw^ *ir>u-fW- i he(Aa) =$ n = ^^,m)ni>(^) 

r) (Xi M CLj^a-dû. l*-t (L cLrnc c i? 0 *~ Al^ 

1 v))r cUvtc i u<Xy \JxXL eu. X-v ve|X?wxîn A' oo>jl (ûtA^- Ov . ^ t > *t = TtX =) 


A 

> rrVrrUL 


i= a^ eiuiu t (Une 


° ^ 

VJ*. m»vio 


fi~ '6. o - A 


(OM) 


'/ . , m»vio 

+ AMrJ. CxdAndtasS yu^l cLuMfU jjrïrZ, ^Svh J f ^..U*MtC 

ÀX- X x/j^-fo^n d 'ojkc J> c*», m. ri £ J) tAt- kmI j>^ !\J ^ l\J ' /C JL^ 

:<nJ- pX't (U J> xd içuldLdo*)r Jxl l\f e* #' d^c J) 4-ar A. rrJciuLucfL <&. [iV/v'J 

/UVtt^L IWi C^oVTM (h. n'VOivU-t X.U i|^U_ hs ~ a ^/^) “^ C ^ ùdv^AtxJL 

:tu|XlA^ ii-MC Vunu ft-Uîtu» 7Yv?Yl/Lù. cj-ut~ 4. — £ dU*c A' *-tirvtt«u,v*. ectvt^v di^V 0 . 


>T'-‘?>'V/CcU t|Oî. ’L ~ ^/ o tf-l/ifc A avÙdÀA-i'A. cadldtLu-t o^ mr^rX^L. cy~j<^ 


fl' '— A 


A’ 


/ o j si~'nchMàn th 


f*-' /l ~ ') * 


-V ° v 


3/ Conséquences : 

« Toute rotation est une bijection comme composée de bijections, une 
isométrie comme composée d’isométries, une application affine comme composée 
d’applications affines ou comme isométrie. 

* Toute rotation conserve les mesures d’angles: 

V M,N,P,Q (.n.(M) n(Ù) , nTFTôT$)) = [tïfî ,P$) [2 rr] ^ (&y*t wywj^-X k L%^f 

V M,N (Mfl, n(M) = 0 [2tt] si n est une rotation d’angle de mesure 0 

£* (WÎ?/ a.(M)n.(Aj') J - (htJ J OM j +(oh ^ n]Ô) A.(Âj j+ (*foJA.(Ü ^ k(H) n(N)) 

oi ^(oj^O ~ (mÂ/^ Ôm) +(p*% f on,{t }j j hN J yu' 

ït^sdkjL I^'jûIc«£l - (^Mj éXvfiJ ) = ^ ^) L 10 -^ 





* L’application linéaire associée à une rotation est la composée de deux 
symétries vectorielles orthogonales: pour toute rotation r distincte de 
l’identité, l’application linéaire associée à r n’admet que $ comme vecteur 
invariant, (si elle avait un vecteur invariant non nul, r aurait une droite 
de points invariants). 
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* L’ensemble des rotations de même centre 0 muni de la loi de composition 
est un groupe commutatif, sous-groupe des isométries fixant au moins le 
point 0 (on sait que ce groupe est constitué de l’identité, des réflexions 
d’axes passant par 0, des rotations de centre 0, c’est l’objet de la leçon. 
"Composées de réflexions du plan fixant un point donnée..."). 

III Effet sur les configurations 

1/ Les réflexions d’axe passant par 0, les rotations de centre 0 
transforment toute droite en une droite, deux droites parallèles en deux 
droites parallèles (ce sont des applications affines). 

2/ Elles transforment tout cercle de centre I et rayon R en le cercle de 
centre l’image de I et de rayon R car ce sont des isométries. 

3/ Toute isométrie conservant l’orthogonalité, elles transforment deux 
droites orhtogonales en deux droites orthogonales. 

4/ Exerciced^agglication: 

Construire un triangle équilatéral dont les sommets sont situés sur trois 
droites parallèles données. 

Analyse du problème: Soient d.,d_,d„ les trois droites parallèles données. 

Si (Jè.AÔ) =^ [2*] la rotation r de centre A et de mesure d’angle ^ envoie 



Construction: soit A un point arbitraire de (d^) ; X la rotation de centre A 
et de mesure d’angle ^ . 

Alors r(d ) n (d ) = C n 1 (C ) = B 

2 3 1 il 

n” 1 (d ) n (d ) = C n.(C ) = B 

2 3 2 2 2 

(ces deux droites se coupent toujours car ^(d^) || Cd^) => (d^Hd^) ce qui est 
exclus). 

Le triangle {AB C ) est “direct" (ÂÉ ) = 5 [27i], 

Il 11 3 

Le triangle {AB C ) est indirect (Â^ ,~ÂÔ ) = -■= [2n]. 

2 2 2 2 J 

Remargue: pour construire 'x(ci^) on projette orthogonalement A en M sur (cM, 
on construit n.{M ) et on mène en r(M) la perpendiculaire à (^ a(M)). 
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. Isométrie . 

Définition î .Qn appelle isométrie toute application /de P dans P telle que: 

e T * 2 |/(«)/(d)| = |S3?J. 

Proposition 2 . Toute isométrie de T est une application affine bijective 

dont l’application linéaire associée est une transformation orthogonale, et 

H 

réciproquement toute application affine dont l'application linéaire associée 
est une transformation orthogonale est une isométrie. 

Démonstration : . on rappelle qu’une application linéaire t du plan vectoriel 
euclidien dans lui-même est une transformation orthogonale si : 

V(2,3) e t 2 = U.3. 

r' ■ 

. la réciproque est évidente. 

. soit / une isométrie, soit 0 un point de P. Définissons f par ?(u) r ?(Ô/Î) = 
TÏÔTfTÙ) si u=Ô?î. Prouvons que ?_ conserve le produit scalaire: 
soit u=OÈ, 

2 ?(u).?(Â>) = ||?(u) | 2 +|?(Âs) | 2 -|^(u)-?(<j) fl 2 

= |/(0)/(^)|] 2 +|/(0)/(^)|| 2 -|/(0)/(^)-/(0)/(/)) J 2 =J Jug 2 +J«| 2 -J/(//)/(^)| 2 
= Ju| 2 +J«j 2 -||/^|| 2 =|u| 2 +|v| 2 -|u-«| 2 = 2 u.u [/ est une isométrie donc 

jTTôTTût) J 2 =Jô^f 2 , |/(o)/(/î)| 2 =|ô^J 2 , |7 ü7î7T7Î)| 2 =JwÎJ 2 ). 

.On a donc: V(u,Âs) e f 2 ?(u).?(ïj) = u.u.j? est donc une application linéaire 
bijective. En effet, soient u,as deux éléments de F, a et j3 deux réels et u = 
?(au+/34s) - a ?(u)-/3 ?(«). V?e7* iï.?(t)= ?(au+(3<s ).?("?)-a ?(u) .?(?). 

= (au+/3«).t - a n.t - 0 «.?=() • 

Appliquons ceci à ?=au+0<j, puis t=u puis ?4. 

On obtient <j.?(au+/4)-a «j.?(u) - 0 u./(<») = o4 . u donc w4. 

? est injective car ?(u)4 =» |?(u)| 2 =|u| 2 =0 =» u4 donc t est bijective (la 
dimension de ? est Z), donc / l’est. 
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Leccw 33 


°/ 


A lo T/'otJS co tJ M très 


Aeçpn ÎM. “ 


TVodutt iczxÇbins_ 


J>£FÎN/TÏOMS BT TH-£C REtiES. 


0°/ rtol-a-Kon-s • '&’ espace-dadhori«& cxssoaîê au. pÇb-n oj^fne 5 ) 1 <t\atu' 

de. ^a-Aocme. eu.c£ijcJ.iû.nne. 

• TT protection . oectoc iel^k Gt*^o^ono.^e_ 


•P 


- . _ ' .. u . 

pro^echcon aJ^p'n-e. oftàcc^onaye. 

"Pto^êcK' on oect.cfie$e_ . . t ., • 

,I_ | .On o.pp«-^Çe- p^o^Ç-cKon . 0ec.tor(eP9e_ ort^o^onate. de.-^O'j ^ia.r Ç^a 
^ app&cnt\on de. 0* dajr \3 ^ ûT qMÎ. a /oui- cecl’êur -U* 
a^ocie. p(jC ) mjfic Il - Jf ± . t-T (à?J <,* I F (JT) -feu? ( èeR] 

1 K. 7T(ar) =û 


! </û projection oectorie$k ûr1^oûûna9e.- -7r. d.e -2?~ ^ r . tu*} aai 

-é , /3c/o/norphi l ^nae d '■ S ± c d) et d(£ no^au. S z - ft , /TT- 1 - ) . 
droite- üectorCeÇÇe. de datcctCon . .âT 1 ç^ £ .7^7T = TT 


? fgaue - Pa.'0zij6n 24 ; on sxilt c^uè 7T e*-I Xx n endomocph / sffid. d 

7T~o~n~ =. 7T . ^onfroas ÉjuéS-i. et S 2 -sont ortftoc^n clu.x.* 

V 7c -efr •-. 5° - -A ir /£° y aoec. . X ^.TT (ôç) ,-ü 

r/5?) e XVn 7T_ *s^ 

<?- Xeir TT ^ coi-c . Au?^ o. et*. TTf^t )=-û 

Dont S <4 et S o tonr deux ; s eu orWùùonajx* .• • • •'-.• •-•• •* 

*■ o 

* •" • * m ■*# * * 

TH£0 2 [ ?our tout endomorphisme. Il de. J TTolT-TT eP K&r 7T t 2~m à 

Sont deux seu î>LtppÇ<£merv(-ujLr^S o rtRo^onouuX y ci Pors ' 

TT cvt une. projection oe_ttorieÇQe AiLr ZT^ 77"/ jûomfiQèîWrit à 
~T r e<Jc donc. JUne. projection oecho r <e^e. oftffoaonaPe. 
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V 


A 6 y y ft vv don* 9e teujÇe rechute A&U A e>} A 1 B 1 

, SC p edr Jxu.e pco^ecVco-u. non ûd9o<^ûra9e ; ^ ôn £ diltcVi'o-u.dk pro^e^ù 
d^ors <&eock&ua ÔJèxxx po(v\Vs AçJt- ^(-C-Qs ^JUlG. 

A& 4 . ^p[A) p (6 ). 

... *** .=> B= p( 6 ) 

• A • pro^eJbîf oc$ao<^onai9 dm Vxr 9a. 
djLolW. pdMOjJr pdr p(A) -eJt-de. 
dàt-ed-Can S , c.x'.A rc^v S J_ A 

^ p(>< ) p (6 ). 



THEO 3 


i i — / » 

Preuve A° po ^y~ fm d^'m'Von 


po\r. 


“Si 


Con 

pi lit- 

-* H, 

Mxr (A ) 

o rlÇlcû ona^etvi en V 

-^enteml 

die. 

pâxo pop = 

P • 




fH'm 

Von 






H-,= 

-t( «) 

eJr j? e- A 

PH^ 

= - 

Ùj' 

ff 

-JT (PH*, 

) = 

?&) 

P< H . ) 

- pïT = 

~lf K 


clone "TT "JT [ P H y ; — 7TI £ f-t _ 

1=— .. _j «J 

eV(VMc?) po-plft) - p(h') pop = p 


"ThEû 4 I oale appÔCcaV;On a^iVit p de < 5 5 dUn*i S* y{-e9q^-£- pop-p 
&k 9a pcofo e_cH'on sur -Ç^en^emlo-llt die (A) paraO - 

-9e9a.me.nl- <X ^ p(H) Cl / N St'y p (H) H or^cx^aoaJ? 

cl ôP [ oecVenr dLiredeu-c oit-A )Ka9ort p 9<v pro^etCon or^o^ona9< 

y*ur A . , , - . 

. ^Veuce, 6^ JIqc^o 24 _ p er/r Jü-u.e apf'QlcOwlvcv.s a.^ùe. ed~ 

pfM) H erA-or^oCv.o-r'a.^ f donc, p ed -Oae pCn\^e el'-.'cva ûc\Ç\cAor n 

,\U-C A . 

Remargjjie . Àoidonnée d/xin polnV U ejcVèrieuf i(A) cLt^Cni9 -9a pcto^edcon p 
qflRot^one^e. /ôux A. 

(ZcrV'StFQutrVCZS : PROPRIETES D£~ L R PR OTECTYOM ORTHOdâM^Lg : 

J/ /imoLüedW cUûCVê (A6 ) e^r *©iV Va dxav\-e(Aj 

^ -1'nVe.rse.cJh'Qn dt. 

(/\<s) é(*1 -W lAfcUlA) ^ A ' 
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. 3'o f çQ.'L ' J a^Con> SA , on %ùlV qjuii TTW pto’^cKon èUrJT^' ~ 

para^fc^rn-eri- a XerT . De pxu.i , T^TTeJ- i<"tSr 7~ scnr~ jL&uy 
52'- -Sappra/ve'-ü ajueo jfï£oc.ôrûux icrc // «d -ta. prc^echer ûf^' 
•- u< ' T’/ViTT ^tovre Oedotiede. C“ def Xiu. espace jLs diV/ : Q()~J3:: - 

fJr - To, TT (±) ISer TT J 

Fro^ed-Coo ort^cyno^e déplue. 

-DETF - On appede. p protection a^fne ort$ ocjjOnaÇe. de «S 5 .^ur (dj ] 

J! app&axkon a^iYie. cjmî. (ai'Me. (d J -pVce, <d ’endcmorpltteme. 7T^ p^ecK'an 
Oedocie^a. o<d\o<^oû?a du.r (dtjj* ) eu uT evt Jüi oecteur djifôcbeuf' de. 4 . 

Kemd'r^ue. , l' t'ma^e de <? par p -eat •Qa. cLusihe. (-A J par dë^ULu.|-i]en 
~ • Si HfrA , a^ors (a(H)-H donc, pf-û)- A ■(h’)e.b\- 
-Pen^em^fe. deo points» ^f*es par p. 


“PftopftieTe 
« « ocre fi. i vn’çu e 


p e^- irne a.ç>pÔL(udrton de~ S* ^ar A . 
p e^rJuoe pco^ecrCon ome^ona.Ç?. sxi.r(ù,y 


ssi VHe y 


Praxue. —j 


,, V Q 

HH d <HQ 


v\ 



aoec. H, = p(h) 

HH. Q +riatv^. rectan^. eu. K, 
ie1^&rèrv\edZeY3tÿ4^u^orc- nous» peuju.ei cL'êdic 

Hq 2 = üh^ + m.q*- ^ un* -> hq>HK, 


<d= f^èc£pr©<yjLfcmfi.t\V- «,\ VH&-? 

•; .'. - ^ friS |p(H) 

• S'o\V 5e. ffoieVér oc^c^ona.^ de U aac 4 

H * p^ete-or^onû? K p (h) > HH. 

de <A / *- 


HQ >.H p(n1 


Con 


traCÜ-'cfl' 


en 


(donc. p(m)- e\r P sd Qi. pro^«cHon odRo^ûna^e /ou.rd 

PRof. "Parmi pre^echonî, amines ^uurdine droite (A), ft. pro^e^cn 

-77s a i fv f\ .,r*« fV ^ 


of^.o^ona.^e p ed Ql oeu£e <^u£ cerise; 

^ p(A) pfà J X /4B 
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Z'_J/na^g d'us) bïpoChl-j de San mfdtu. 

. Vimo-^e. d’juu tvWnV (4,8) ne»m.P bfr un t,i peint- ?>',&') nennuP 


Ai (48 ) n'G^V-poo ûf^o^ona Ç’e a (û) 
inrxaoe. 

düUL tîpoînV (“T&Æéo où l W^c«ufre.]: 


• A 1 îrr\aae dix mf&ëu. aux WpcînV’ (A ) Osk <d.€o pfc^^ta-S 


3?&ns^oàKSn de. A&e* de deux * , 

Lp l.v „ \__h-, c de* tftrt'nVs Ax f-ffi Hv l^ecJ-en <*&> 


Af (?or^erj^cdtthn Ou. bar^ceü&fc- £ ^ ptrtnVs 

ccy^deui- <f; ^o j • k'itm^f. de 6 

pou.c -I ^n, 


✓ae ra. 


(-Î6 ^rv) 

6- *: bc de. | p(Aî)) * 


, I 



N£i 
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AJ (2^0$ de coordonnée.?, batj^Guiuqufii 

HA^p- Qans pPam a^'n^ €uc@l'cLiM oflenléj A&Cedr 
Jin friande. cUred" ; A æs cluu^&o onl~ deo meouceo 
ComjofC^e«, enbne. o e>7T. 

A - (Â&.Âc) B ^(Bc, e>A) 

.S ô »+- Ha pïedU de va diaudear ($,&u.e de /4 
14 ed *^e bac^ceuJtce. clelffi, *•) ,(S, £} ; (c /( 2r)j 

donc H a QÀ Qe bûLft|ceuixe de ^ ( H a | « ) , ( B, &) , Ce, y) ^ par 
pro^ex^ion ori^o^onodb. ,our ( bc )- 



C&.t -^x p re^€jdr\e>n censecue (L> kû/^tÊuiiej» 

et + *- — 0 

"£> ST^.BC+^HTc.âC^û* 

-> - ^ b ’iil .Ec + y c !%. àf-û 

- /2> &7. sc* ^ ^ cï*. c& - 0 

— j’i a a eos & -I- ^ d b cos ^ rû 

y3 V 


<A* 


S 

Cû S ô ^ 

-A 

cos c. ^ a 


/S - 1 


^05 6 




b 

<j*§ 

C 

cITc 


c 

co&c! 
4 


<X = 


-=r 

Ces A 


OC 


' a 


Ain A 


dûne. 


•Sin 


- G 


A>'\c, e 


= 


f^6 

*- 
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A AA/tïi, 




II 


i/W,' 


ov (LjjJU y 9 ^ ^4 ) Ü' ajjlccjMs* yuC Z ^-W: 

IM da. jiL, M»ui Jügjyukt d' <sU^AsX.i,tu>-ri tk ù IL Aï U <£ A 

y*. 


n 


M 


•H^ 


'iprryuci . Jcnb y+d, de A cJ~ JjH yc. 

f(*)* " 

2 j yuuL dddb y**Jb (il 3 cr\ «- 

t-f-r)^ 


V fi^)- & 

Pf^û\-JT\^(xJy\ ; jh_ ir\Xiliûjjd^oj!j- /iL-t Jyjj- -Uy^ü ayjjij^cu^iZo-n ji û-^^-ca-Aj 

JjÙrJuu,*. 0~mo cULls &_ j^sy^ÜSÛrr. aljÂojainl^- £»*. /» LU* ) yK L4J -’-*k >U>«« '\j£.l/7lLL4 MJi» ^/ , 

JbsduUrvy di A ■ 


/Ve A A- +■ ~^ h * t 1 yd An 

^ _ . __, <|AJU e^i- il'rxtpLJAJ- 

«•* hi- yjuJZov\ /2U ' 1 00 J y d>^<- (Jt <L^isn£, . 


tL^noouL 
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"TPoN-y£ £ c\.t. ? ee~>, cs^ç. < —-^c.-eLV' . s.n\-J.ç cL»-^ N\ o^-u. Vt^i -r„.x? 

' CmNC 1 , rT 5 y - o-, tpAAcncVuefir* 7ü ; £-<x pvujoLu-Êt 2. TC • C?-cy C^-Ol^E. . cex_Vt«—e£. . 



^sÿ-'f P ^s6cx^. o\-Ct_Y« . CT— S-A_c|j poifl c<v»-w -v, <Ja <S^uy*~yo oJV è-t. •--£ -^5t-i- 

^ ck* Ç 5 c\^^<\\a. w>~s ca-v-V": 

^ —Pjf ”^'^'- a '©Ae. cGl €* ca-ei Ca-^iTla, ; 

j • : M, /), fb vcm, ie~>. ccyciç J-e ca-^&e, o Coiï, 6 ~i^) » 2-( /w /;, M if ) £ ■'■ 

'''j Vci/u ^'•f'- ~ * " 

_ CçeJfc y^ g^v-V^c-o^Ày : 5^ .t-V'î'ft') a-*>V ei-e. C-OecÇ». CA-Atf, (M2 /G ■— C 


,Wf T^'A-^'AV^ <çLq. ^ tw^ g, Cyi_V : 

N* ll TCG • ç w*'XJr M / P / ,v^ / f i dÿpX~~c^i SvO<A u~ 

M |! LnCa-, c và, ^) L 7 T 3 



Ct^«-QL ci-C. 


C 5 ft.VoA-i 


. • V <^>VxY -Æ_o^ Cv 9< 


û. Wv-y*> -W.V X£ £ CL^-^\Êc D-U 


C-^V\Gv<U ci TCT pAJti j OrVv^u VvyÇ. ’Ç O—^4jÆjL O^*^- Ci—CvXL. U-*_4_ « y ^Æ^sJ £^-*^-4 <L* o, 

^«va. <j■û-cbcu_e-V~ C^-o«jC GlA «x.—u—»C-tL. V) Æ^o-ca.*. pG 7C jo-s-lj . 

T^V'-hp-IN-C^aJ- •• ^4. M, ^ S<jv*-V* £^_Ue^è. WVJQ. J/VuC, ŒMX. cLc. CCa_cG rtft <4»e» C^rt/ f“* A;r •*£ 

-J- 'iÿ r-\ tV 'P 'v-ç. ^C*-A> S^A. ?c r>jL>^i_ a*.c. 


?c o^-C. lfttë> ^^ r^(pfl, fC >) +• '*- ) £■ ~‘-j . 


/ T*S . cv£. Ça. Pf* -A^--Vg. f ^sÛIva.V' fl C.V ft Y3c-—vX> A-Ls fi— lVî p\ u-~ iæ-vc 5? al £.E^.-u C 

i . --n __ _ * . , «p v v,. ^ c r — ,i 

/■'i-^jC fwwv r >N-r nr o.e.ï«.fev^cvviV a. <c. r <. o^ O. cw. Cx.v_^ » ^i A. 

'£^ y ( S'f’ ^ ^* 0 ,/ _. £ C j oè) L iTC ^ 


G- 'Y erG- ^g- g -V cG>>> <S-\ C-^J. p Sx~>- Vctt e/-u-g. / .M ^ > u Q> ) - e 

«Yy ÇyC ^t-Qi't-i^e.' ': 

lta5^ -. £o- y dL*S COt-C^cJ^ux-CA^l S S 'C^ 


CX Kt-vC r -'*- 4 ^ —“ ' " '<-. .’ 


COA-C-Tc . 


{ VV-C G_>c_pL/ '--c:|-CvC^ 




Scvv'ï" |3<^.5 r hxvj c^*c y ^ 


ov». --* 




. *. S^hIg—V" ^ / Vb, C^ I? CXA-i-O.^.Li ^U^-C-tj ( L, ) / C6yj x.1' ^ •-• 

D •£*?—T cxÊ-cw«-r <^^*- Cecyc^LAA£.i- 
y 


o.?oA-S 0,^0/O 


:y, 


ijll’\ 3 \ C^va.'^A.^Çe. ^o -C^vb) M çy-c <- ’p Çopv'L g j-A-c a, ^ ^ fe ) = O- w^^-cx^-G- / T ^>. 

/ Cl/ Ç K ~4 / M~^>) = a C Tî ~ 1 : 

.Ci olï OC o-Cu^js P n-î.V cCvo-ûYeC^^y f^i^Ccf-a-s yj«ri-J} )9 eVO 



"Ct c <l-v oe î» (^iî-ÆU-^-V" : ( 0CA_V_ H, Ci" <~ 


/ .le ce p- C P T-1 P e^V "'t cî-xoe ^J^L. 

a-ex Ç T Ta \tr —LOjC— v<2 Cpv-c f^l a ^ y-cT-b^ G (_\ , ^ b) =■ a ^ 3 f 

<£L Ê^ÇlV •■ VveeeV M lUYu-eY cU lA OYcU C , Mé ^ cUe TSji^aæI^C oU 

, <TV^ ^ ! ; o- 11 djr ^-'- 

. Çcriy fO |£ P c^^VAj C ) -C • U V- 1 , ^VO 1 C '«-"i <bAvc ^ 

^,(^,^,<3 So^-eV- c«^:yc.S'xU^^ei cU< ?C ê 3 • i)G^i .NI' 


J 
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\ (/■ . . 

& £ 11 - / ~ gy _ 

i _ «SL q - O C 273 o-î-i-M ? ■Qo cL\o- 3 V< -jv^u^-c; ^-.Lu ^^ - - i i 

_ . SL izTZ 3 oJtcv^, 'v-ç^'r.Êa. ctû^vvve^ICtft &3>> */*} --- . 

•^<?/:OCnr] «sQc^b f AV# G.; - a. £x 7 Cj C m~£ [?J " 

O ^ •» \-. • o ' O • /* $& . - n *« U 'Z' ^ 

l ^ ( U^C-'o-O* CUlwS ^X. ^Â»4X Ü /*; O > ^v C*-ca-^ « 

Xo^JTt ^ fl ^'' _ c € r^Zi^yJS cr,wfc;* ^ [Jt) . - 

- / «T^v ^77^;-^. rTT 1 r, t-_ . J CM'tfV^à Ucv t ZTC~l 

éZ, ^ +7=:; c ?.7J 


.7-~1 

‘-*- 7 S-i. 


r+ 0) 

-i-h 


ffifjŸŸ 


o. “• 


X) ^ ®Vf U~ -S» CV-VL5 Tb ^ V*- ^ O-^XlbB. < £OvX- C C ZI fr V u. lj £k- ?'<_ 

•Ç cuv^^i cU i~vCia\£. û 7 _«.SSoCÛl7 éxa^ lo3y e ^Vr...C-^ / i3 /L, - 


„.. . fffi- _ < ^Xyq Ofa^ do ,_ < ^lx. 


... StrV-'r fl(bc U^*\ . l\Lo^€L JY^a^. .C^-'^sC^.G...) ç^£. Ola_C^_‘0^’~~>-Ojw.^ c\ ois. ‘S’ 

_5c> s.Vl 'P.c/^- yo c^u—YT.q'v*-rs_ys ^o^-v , -C—-l.\^' nbcr-C'^. £j 

^ C B C y / t C ^ j / C ifl Oy .Skv-V"* jfU / Pi y Ps • . 

K^tveA. ci-col ^ C.'T'P^ SvOr .^L^cT ^ Oc Sc^^w^gxJrX P 




>W -X, 


j*j sy ^jt^iq^ cX -e cvO- 




‘Æ fb> C U^v ^ wrs ^ i£\ V. ^ n Sc^. OV.rtU-<- 


r-. - 

f • * 


;V2L Ç>, C.S£-o^c. eLs l^> H ==•-3, 


Ctt) 


V'-v-O ce». ^ Vïi-o^c. cw I » — -. — - ) Cf t >Cj 

£7 1 ^Ÿf CK -^' JU ~ T cv - 1 ^ c>st^ ?" c3A.ur^t\_\-'lr w-v nii<.' . 


I - V..---V. vV c-X. Cj-i^x-L 
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X 


uowW o\Vio<^oÆ_ m*. ^ ***- , 4 <0 ÿ ,c ^' a ^ 

OAôoasi. . Exsuda* d'e^fX 0 lux-e is4L ^.o^cb:^ Z^ 


>^e.C 

\ 3 <(Xl <TkCÇ_\XSL 
'Jjj.e. cojl 


Vl'oU- 

cül L ^au. 

<f 

—r> 

er^OUa a.|[àu» 


<j k)oVa.W C\U6 » RûC^yjX^ ; Cf «^üUfl a.J(û^o ejLxcb v .\ s pi ._ JU.ux'eM^hj. 2> 

cf 


C_ c/<^aLC& vj-tol/ cvCeû (Lwîu.'e 

l| «Al TT Ulu |\.iUjl dlc Cf <t\J Aœ_ <Wicb.cu_ 

JL <iXj A U-cu? <U<XLô eV />a. cUadA'cu . 


V * ^ L-/* ï 

(3^-. QVU.*« ^XXa ^ C0 * . /Xûô OL^tOLt^k 04.\c& cAA.CA.^iA ^ ^Wax/^ ^ ^ 

'TUolVçX ^oua €a ^aix 


Oo~ cAAuÀo. a. ^cu-ucoAT: 


CA 


A- 


^CA^CJl». 


A / CUlQxjulo C« «- O ï W /t\ 0-1/ /Yc*jlVjujj-<U'VJ /O 


A. cn'V peuyjjj. cU! ouAûjlÙ Oj. O à Aûv>< Acca.^ ^cXucLSa cXû. U 


X 


C / 


'""r’rtOVe X. 


y;X.‘(Xy- oJXo ^axa€>. /tc u Cxu ^W u. VI 

'""^vo^owX 


ou A_ 


$XV~ ~\T cu« A au. H texx \cauJJ X £ 

\ i v 


a°) XV K rMi <^u.' ouuc /iCutAi -4 a\ olc# c».^Uao As cVu_o Xcu. 

o^uaoW. Sl TT : c «A vjlu-c. AccàW ^ U. <Xü 

1°) Ç.cJi Vf Va. |Ùjl >f Ao Tr A^Jvuj.' ^ÛU/ ^ ^tu. A U : 

aX ^ HK Vvu^HK* 


'èeùu : V~AXa >•) C < °€u.ciî'<)«'tu —^ H © H^=. (A —JjjÙLXA 

-2-°J X^\tV.Qi^o 


\<K0- 


• WtfOVuL'WouL X ? V^Vjl'C akx* t*V A H 

•^au/ COuu^oluAi< ViL |caaaT \C \ JvC"^— A U 

«A- w^ILlb ^jl o^qcW ou. m.\ t>.a ^caa gU. çff />M U 


Poju 




vtbbt^ouL.’ 'far ^ ~far^^') 

u) l V Oj^u>-\Ca. düu> |V VyOaXOïfe *• -^ip 11 

c‘i) v)fT =) , - v~, 

OvXiacc ^ Æ AxàVi XX 0 «X^pa) ^e^iho 
^ «Uxac ••! 
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lVl ‘ ) * fit * 


l ^<-gyyr\j. v e. tlÂ *-h Cco-qc C^,- 




i -_ 

^ ; | <_ î'^3m.vi.>. Si y* ^ J “' S ^b.c^X.'(Ua /TU^x Uxx \ blJA U 




V 


iA o*.^cLL&LUi± ^ ^ ë,j6 H^ê'’ Il é ii v 


-di'Tn •s.) 

é= m /K. ^ y /rr^ ^ ^ 

A/vt i\ t c b ^}t 02 -i di. fl / t>^ C / 3 w.i. 7 f - 

a, $ f >v?k , Si »> ^*- ^ 




Jh- |xjj*.ottftx a<a. TI <C 5 ^Ui l^aw. ^ c'i«h tfLt\ 

C|am- /IX'I^lÙJT fl** #1^1 tcxsi-CLa d-£vlC- f) -L ^ » Xfe. rrUiK. £ 6^£ J jUn-<— 


à c,-rf&C<j4 irvaJi. tt_ 


jOW^. : ia Jay.«tiu tJkfvvJL ■*»- f*> ^ by 

(/V&)j- 7 T =) ^fî)f-(&) = O /K p cJAj^tnUtM. sfU^l T 




O, 


~\^A-t-\ £ Coul^vcij. > o.^tx<. ^ , —, 

TT |Uax j ^ '*** W • 

g) ^ ÜLUO-^C yJu. A». “ttxs <U<\£ô (?Hb) Wo-x ^au-di (Xtfcm: 

*-T •*+■ Vo <Uu ^. (^ fe 0 / **■ £*•*>] 


(/?) 


hc\*tô =*> fi‘c^M l ry 


Ccu^ \^>J2xx.<h. CrO 

; (A-fcc V} «4- vsvx ^OULasu-oe =F) UVc'tf)\a*alfcSûj.«.«u 

' il TT— Çpj^cu>4. ^ \C 

Cm 'i-çç^A. ACg. -._ >1 \ 


s» 




(13 rtt^^-bc^ =9 7 V v (V ^ 
^V) /HbV^c-fiÇ ^ ft v fb T V/Y l c>=- 


^ ^ Ciw^uxo. -ôt- Wlu^cjuÆ A ^ >y/Wxs \ 

^OUJL^O 

Cû^cixxCfti ^-w^olV*&a Asl \ V ü_üJeV^_ èu^ 

^.OJL Vre/yl>Ç , 


UjJ CSA. 


^G-t-t .. v4s-S-0 


^) TVo^c tfc>- OJUi o Çoa-aW> /Ao. \jjlv cUaÀq 

Sajut^» (Jjj- AqluT”^ 

TViAiX ^ouLx f- 1 . 

If 4 ^ QC) P*- ^ Aoa-^tx-V As. (a/ ) . 
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^to^trou o+dfo^tU. , ^ o- la 


<^d\! U j-U U AO- 
Ç-g-vAj )** jJ/ T £~ C^_ 

_7> 

^ r ç> / /W?.=. JI^ /><^ ^ =. (V) 

1 ~3^ C*0 ^ | ^ 




O- 


Wû- ^-û-^JULc) ^\>A- ^ 




eJf TT 


^|jr.‘ ^ XW * Cou^o^^ Ï“*V^ V^cU^ 

- W ' < ^ û_ <T ^liüZu. V>' tft ( AA^'t^u.c. : 

^ «^'A^si- ^j.o^tcfcx:'ou- u-«-<J/ coltlia olV^o u.'-ec cl -j^jf 3 (J^li "<•'«''* 


}? ^ vr'^TT • 


fr 


-•> 


^ !} ■■ t f* (m'+A~' pr^)* fr^ 

ÎJ ( fJ/Tû?)*- *f r fc) 


- 

-M 


C~ 


a) «* f^(-jï) - ~ 

f n ° fn - fn _^ 

9- fijZhZ f?V^ ^ “"- ' W11 

à) m*- -*■ -‘■«-ir . __ 

A) ï? T fc)=M‘ £=S> -“ 

L ^) ,fi w Ofh J+'jtÛC. /a*- (<h*(*£c. JW (CU-V c -eM/au. 


O $ — Ô"o 1 -4 (0 À*) 

1\J /V ^Vco-VrtXoa ; 

A) o-^A.IX x-^xj»^ «AT Q-jl Um.'^ - J-VjulOl^ o Vjuj. Cjülc^1_ 



S^AI “ÎT t ± U 4 . ^ & =• ,lc >- 


A U I 


l <j_ ikoo- ^-e»_^o_OCcv»\Q-ijj 0 ^ *• ‘ 

h^iTi H '= fvj*) 

Ç.CAÀJ JUukt oJtO-O-ÇOUL aSiü Gl~ k. ,C(uWjji ï> 

Ta. [ - ^“0 * ^ • 

5l rW (juKH 1 ) ^U^dxOiWL» & ^ • «* * K 
-m4- ujo. W'ojj-^ \û.cW»^o- <u M (a*HJ 
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d)e^j b 1 Ou- tyy'-tiAJL .■A.uvi a. ^VtJULvrU^l/ 


U /IWJ l.^ 




J \ —_ ». J 

<*We & eu o <-Cjo Tl-i rrvu. TT, 

Ou a. ©■ f- [o . Fr /t ^ A / .<* 

*- *- Jie_ vn^a-l/l- A» Cl-sJl, •'k'* l^fiXOns, U 

üu. ttiUu-Vt, 

' U -K 1 ^ 'M.fti ccr> ®- 

^ h 1 Am ckx' cijjjjy <Ai ^Ou- ' Jaj ^ L q.|(uju.' tr C\ tTlo^u aij 

cA\lxç à t-V cU_ Atr y\ t'-L - o< £ -= c^o è- </ J_ . 

oüxï ^JLIS ^ac-W am evVClo C»ia /s. TT^ .'ïüll'vT «'il' ~Q>. 

. . _ _r J.. - .A_W- ».. _A- * _ "ît' «... TT . -u- <-lv C'a 11 iaju ^ 


AVxe K 

JL». A 

.Uy^uAl C-C.-» S~ 

• 

T> / 

' 6 .• 

^e/xAl 

üu*, eu.JL b, 

«La. 

1 

Ccu.Wuxa viouj^. ~iTs 




(X*. 

<5^ 


■e^vi' 

. 




^ /ÏCr^l au. OU. (jLû. 


/IcaA) UXVa. -Q 




k. rru-^ U»» j VCLU- (/ | 

«Vq. oo-ajju-D A 

cio. <£v.0U3.d Qjy«. t.T^ 


Aj. ^JtI) Q-{ue_ ‘l co» î> 
k /îcm/ lui. /^c(çukj-^ Wi^tu^ L-u 


• 3 '^ a '^Vveo.tajLî ^^yec-Voq. 0 ^ a^-,^ 
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Composées de réflexions du plan fixant un point donné 
Invariants élémentaires : effet sur les distances, les angles,..., 

APPLICATIONS LINÉAIRES ASSOCIÉS. GROUPE DES ISOMÉTRIES FIXANT UN POINT. 


Pour cette leçon : on suppose connu le fait que les réflexions sont des 
isométries, les propriétés des réflexions. On notera 0 le point donné. 


I Composée de réflexions fixant un point donné . 

1/ Proposition : La composée de deux réflexions par rapport aux droites T) et 
2)' passant par 0 (2) * 2)' ) est une isométrie ayant un seul point fixe 0. 
démonstration: 



V° û ' 


D 


i i a » v, w a c i wi iv, kuo ouiv un v, v o . v v/i * t u / v u t v/i t ^ / o J. 1v 

(Oit ,v) = (v,Ô/?') car M’ =o_' (M ) 
2 D 

d’où ) = (Ô$,u) + (u,v) + (v.Ôfi’) (Chasle) 

= (iï.ÔÊ ) + (u,v) + (Ô/î ,v) 

2 2 

= 2(u,v) 


->N 


or (u,v) est un angle ni nul ni plat ; seul le point 0 est fixe. 
Définition: on appelle rotation du plan, toute isométrie du 


plan 


n’admettant qu’un point fixe, ou l’identité. 

On appelle centre de la rotation l’unique point fixe de cette rotation. 
Proposition: Toute rotation r de centre 0 est le produit de deux réflexions 
d’axes contenant 0, l’une d’entre elles pouvant être choisie arbitrairement. 
Démonstration: Voir la leçon : "Réflexions et rotations du plan...". 
Corollaire: L’ensemble des rotations de centre 0 et l’identité muni de la 


composition forme un groupe commutatif. 


Démonstration: 


r»r — o û_o o , 

£' 2) D V 


si r = ûjj, o Û;D et r' 


Û D° Û D’’ 


(par la proposition précédente) avec D, D’ , T)’’ droites contenant 0 , donc 

r»r'= û 2)'° est une rotat ion si V * D" , l’identité si Z)'=D". 

. -i 

. si r = , o r = o 

2) 2) D 2) 

r»r' = r'°r car si r'or(tf) = r' (M’ ) = M" on a 
f(ôfi.ôfi* ' ) = 2(u' ,u" ) 

\0M'=0M" r “ Û D° û 2)' 


«* 
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3' 

u' ' 


2)' 25 

r«r' (W) = W' " avec 


r = S V”° û £ 


avec u élément de ^ 

g., 

r'= ® û<n» * et u'" élément de iÔ" ' avec 2(u"',u') = 2(u,u'') 

fON,OM ''' 

\(ÔM,Ô^'")= 2(u"\u) = 2(u"',u')-t- (u',u) 


= 2(u,u" ) +2(u' ,u) = 2(u' ,u” ) 

On a donc M’’'=M'' d’où r'»r= r«r'. 

2/Proposition: La composée d’un nombre impair de réflexions d’axe passant 
par 0 est une réflexion d’axe passant par 0, la composée d’un nombre pair de 
réflexions d’axe passant par 0 est une rotation de centre 0 ou l’identité 
démonstration: Soient 25 ,...,25 des droites passant par 0 et .-û* les 

- 1 n L) JJ 

n 

réflexions d’axes 25 ,...,25 . 

1 n 

1 rotation si n est pair comme composée de rotations 
ou 1’identité 


25 


° û, 


25 


car on regroupe 2 à 2 les réflexions 

la composée d’une rotation et d’une réflexion si n est 
impair, or r»^ ^ . 


Conséquences: 

a/ toutes les composées de réflexions du plan fixant le point O sont des 
isométries (composées d’isométries), des applications affines (car une 
réflexion est une application affine, ou car une isométrie est une 
application affine - polycopié). Elles conservent l’alignement, 

1’orthogonalité. 

Une réflexion transformant les angles de vecteurs en leurs opposés: 

(û(MTÔ 0?), û(PlûT^)) = 

la composée d’un nombre pair de réflexion conserve les angles, celle 
d’un nombre impair de réflexions les transforme en leurs opposés, 
b/ applications linéaires associées : 

L’application linéaire associée à une réflexion est une symétrie orthogonale 
vectorielle : soit réflexion d’axe 25. Soit t) la direction de 25, î>’ le 
supplémentaire orthogonale de î) dans le plan vectoriel, soit u un vecteur de 
î), v un vecteur de î)’ . Alors û<p(u) = u, û^(v)= -v. 

L’application linéarie associée à une rotation est la composée de deux 
symétries orthogonales vectorielles: c’est donc une isométrie vectorielle, 
qui n’admet que 3 comme vecteur invariant (r(u)=u). En effet sinon r aurait 
une droite de points fixes, ce qui n’est pas. 




mmmm 


üj ff i I i l Hjjw ptwppi pm»!-. - g*® 
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II Groupe des isométries fixant un point 

Nous avons vu dans la partie I que les isométries ayant 0 pour seul point 
fixe avec 1’identité formaient un groupe commutatif. Nous allons nous 
intéresser aux isométries qui fixent le point 0 et trouver des propriétés de 
cet ensemble. 

Théorème : Soit une isométrie f admettant 0 pour point fixe. Alors f est soit 
l’identité, soit une réflexion dont l’axe passe par 0, soit une rotation de 
centre 0. 

Démonstration: 

» f admet pour seul point fixe 0, alors f est une rotation 
* f admet deux points fixes distincts 0 et A, alors tout point de la 
droite (OA) est fixe par f: en effet on considère les cercles 6(0, OH) et 
6(A,AW) qui sont transformés par f : 



en 6(f(0),0tf) et 6(f(A),AW) c’est à dire 6(0, 0M) et 6(A,AW) donc M=f(.M) 

Puis pour un point M quelconque, la médiatrice de (Mf(M)] est la droite 

en effet: OM = fiO)f(M) = 0f(W) 

AM = f{A)f(M) = Af(M) 

Alors considérons û »f : c’est une isométrie, qui fixe 0, A et tout point 

M du plan; c’est l’identité donc f= û 

K (0A) 

» f admet trois points fixes non alignés: f étant une application 
affine, f est l’identité. 

Théorème : L’ensemble des isométries du plan fixant un point 0 donné, est un 
groupe pour la composition ; ce groupe contient un sous-groupe commutatif 
constitué de 1’identité et des rotations de centre 0, les autres éléments 
sont les réflexions dont l’axe passe par 0. 

Démonstration: c’est une conséquence de I et du théorème précédent. 
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Groupe des isométries du plan, décomosition d’une isométrie en produit 

DE RÉFLEXIONS. DÉPLACEMENTS, ANTIDÉPLACEMENTS. CLASSIFICATION DES 
ISOMÉTRIES À PARTIR DE L’ENSEMBLE DES POINTS INVARIANTS. 

* Lire la remarque sur le point de vue adopté en fin de leçon. 

Pour cette leçon, on se place dans le plan affine euclidien P, et on 
suppose connu les réflexions, les applications affines, les applications 
linéaires associées. On notera la réflexion d’axe D, la translation de 
vecteur u, r(0,a) la rotation de centre 0 et d’angle a. 

1 Groupe des isométries du plan . 

1/ Isométrie . 

Définition î .On appelle isométrie toute application f de P dans P telle que: 
V(rt.JV) e P 2 \f = Jïftfj. 

Proposition 2 . Toute isométrie de P est une application affine bijective 

(l 

dont l’application linéaire associée est une transformation orthogonale, et 
réciproquement toute application affine dont l’application linéaire associée 
est une transformation orthogonale est une isométrie. 

Démonstration : . on rappelle qu’une application linéaire f du plan vectoriel 

euclidien dans lui-même est une transformation orthogonale si : 

V(u,ï») e f 2 ?(u).?(u) = u.u. 

. la réciproque est évidente. c , 

. soit f une isométrie, soit 0 un point de P. Définissons ? par ?(u) ?(Ô$) = 
f (0)f(/î) si u=Ôïl. Prouvons que ? conserve le produit scalaire: 
soit U=ÔÈ, *3=Ôfl. 

2 ?(3).?(3) = i?(3)| 2 + |?(5)| 2 -|?(IÎ)-?(2)i 2 

= if(o)f(^)| 2 +|no)nrf)l 2 -jf(o)f(/})-f(o)f(^)[ 2 =||u| 2 +|«| 2 -|f(w)f(rf)| 2 
= |]u|| 2 + !«| 2- JW$i 2 -|u|| 2 +iu| 2 -flu-uj| 2 = 2 u.u [f est une isométrie donc 

|f(0}f(/î)| 2 =|Ô^[ 2 , |f(0}f(d)J 2 =||ôtf| 2 . |f(tf)f(li)| 2 =|ÎMÏ| 2 ]. 

On a donc: V(u,«s) e f 2 = u.Âs.? est donc une application linéaire 

bijective. En effet, soient u,u deux éléments de P, a et 8 deux réels et u = 
?(au+|3u) - a ?(u). vte? Ü.Ÿtf) = ?(au+pv) ?(u).?(?)-£?(«) ,Ÿ(Î). 

= (au+8Ïs)- a u.? - p o.?=0 
Appliquons ceci à f=ocu+$u, puis t=u puis ?=«. 

On obtient w.?(au+£u)-a u.?(u) - P w.f(u)= 0=w . u donc w=Ô. 
f est injective car ?(u)=Ô => f?(u) [ 2 =|u| 2 =0 —» u=^ donc f est bijective (la 
dimension de P est 2), donc f l’est. 

Proposition 3 . L’inverse d’une isométrie de T est une isométrie de 9. 

Preuve : f isométrie de 9 =» f est bijective =* f" 1 existe et vérifie: 

- > - » —> 

V(M ,N) e P 2 ||f(f" , (M))f{f‘ 1 (An)|| = Jf -1 (M)f -1 (AO| = |MW|. 
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Théorème 4 . L’ensemble des isométries du plan muni de la composition est un 
groupe. 

Preuve . partie non vide des applications de T dans lui-même: Id 
. stable par composition élément neutre. 

. stable par passage à l’inverse (proposition 3.) 

Remarque :. ce groupe est l'image réciproque du groupe orthogonal par f->f. 

. ce groupe contient r(0,a) par exemple. 

. quelques exemples de composition utiles dans la suite de la leçon. 
-> r(0, 2(2),Z)')) si 2)n2>' = {0} 

ô 2?' une translation ou Id si 2)||2)' (u e B* *) 

et réciproquement. 

* t-> ® r(0,a) est une rotation 


on utilise 


’ V ° A 2) 


r(0,oc) = =» U <>r(0,a) = 


avec 2)'n2T = {O’} et 2(2)',Z)") = 2(Z),Z)") car 2)'|Z) et 2)''nZ) = {0 }. 

De même t(0,a)°t-> est une rotation. 

U ' 

2/ Théorème s . 

Les réflexions engendrent le groupe des isométries. 

Démonstration: . 

Soit f une isométrie du plan, H un point et f(M) son image. Si W est 
distinct de f(M), on peut considérer la réflexion d’axe D la médiatrice de 
(tff(M)] et ûjj» f(M)=M. Donc quitte à composer f à gauche avec une réflexion 
on peut supposer que f admet un point fixe A. 

Soit g une isométrie de T tel que g(A)=A. Soit N un point distinct de A. 

Si g(.N)*N, on compose g à gauche par la réflexion d’axe la médiatrice de 
[Ng(.N) ] et on est ramené à une isométrie admettant deux points fixes 
distincts, donc fixant tout point de la droite Joignant ces deux points. 
Quitte à recomposer avec la réflexion d’axe cette droite de points fixes (on 
utilise le fait que pour toute isométrie h, pour tout point M de T les 
points fixes éventuels de h appartiennent à la médiatrice de [MMM)]), on 
est ramené à une isométrie de “P admet tant trois points fixes non alignés 
deux à deux, c’est l’identité. Donc toute Isométrie peut s’écrire comme la 
composée d’au plus trois réflexions. 


II Classification des isométries à partir de l’ensemble des points fixes. 

On a déjà utilisé le fait que 

* f admet trois points invariants non alignés => f=Id. 

* f admet deux points invariants distincts => f est la réflexion d’axe la 
droite joignant ces deux points, et f admet pour seuls points invariants les 
points de l’axe. 

* f admet un point invariant unique f est une rotation de centre ce point 
et f se décompose en produit de deux réflexions d’axe passant par le point 
fixe de f. (voir leçon sur les rotations). 

» f n’admet pas de point invariant: 
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Théorème 6 . Toute isométrie du plan sans point fixe qui n’est pas une 

translation s’écrit de manière unique comme produit commutatif d’une 

symétrie orthogonale et d’une translation de vecteur appartenant à B. 

Démonstration: Soit O un point, u = f (0)(3, » f n’est pas l’identité car f 

n’est pas une translation, t-» «f n’est pas une rotation car alors où 

u u 

r est une rotation et f est une rotation (voir exemples de composition après 

le théorème 4. ) et a un point fixe unique, donc tjjof admet au moins deinc^* 

points fixes distincts et c'est une réflexion. f=t-+o&^. On décompose alors le 

vecteur -u en u^+ï^, Uj appartenant à 3, u^ appartenant à . 

t- 
u 


4 f-, 

i 


6 


t -> = t—■ 

-u u 

1 2 

t—» = 4 », (en utilisant les exemples de composition) avec D’ ||D d’où 
U 2 


# Û D’ ° Û D° Û D = *2 ° V 

i i 


Il est facile de vérifier que ® tj» car 


Unicité: 


Si f= t-* « o = Ù-». 

u DD® u 


’ V 

1 

i.: 




f®f = t-»® û_,® ô„® t-»= t„-> d’où l’unicité de u (et la façon de le trouver) 
u D D u 2u 

et donc celle de D. 

On dit alors que f est une réf/etxlon glissée . 

Récapitulation: 

« tout le plan est fixe: f est l’identité 

* un point fixe: f est une rotation 

« une droite de points fixe: f est une réflexion 

* pas de point fixe: f est une translation ou une réflexion glissée. 

f Cb*** I 3 T*' .* ' > 

III Déplacements, antidéplacements . 

On a vu que les réflexions engendrent le groupe des isométries, on peut même 
écrire toute isométrie comme la composée d’au plus trois réflexions. Nous 
allons préciser tout ceci: 

Proposition 7. La composé d’un nombre pair de réflexions est une rotation ou 
une translation et l’ensemble des rotations et translations muni de la 
composition est un sous-groupe du groupe des isométries. 

Preuve. On regroupe les réflexions deux à deux, on sait que la composée de 
deux rotations est une rotation ou une translation: 

r(0, a) ® r(O'.0)= ù^® o (00 , } « a (o0 .j- Ajj® et si DflD’ û^®^, est 

une translation, si D||D’ o^®^, est une rotation. 

/ La composée de deux translations est une translation (évident), d’une 
translation et d’une rotation, une rotation (déjà vu). Le fait que l’on 
obtienne un groupe et facile. Tout élément de ce groupe s’écrit comme 
composé de deux réflexions. 

Proposition 8. Le composé d’un nombre impair de réflexion est une réflexion 
ou une réflexion glissée qui s'écrit comme composé de trois réflexions. 
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Démonstration; En conservant la réflexion du produit et en utilisant la 
proposition 7. on doit étudier: et î'oôj, 

Le théorème 6. donne réflexion (u - 1 - t) ou réflexion glissée. Pour 

roôjj : r = avec 2)"||D d’où et on raisonne comme dans 

le théorème 6. 

Définition 9. : On appelle déplacement toute isométrie composée d’un nombre 
pair de réflexions, antidéplacement toute isométrie composée d’un nombre 
impair de réflexions. 

Proposition îo . : Les déplacements sont les rotations et les translations, les 
antidéplacements sont les réflexions et les réflexions glissées. 

Preuve: C’est a conséquence des propositions 7. et 8. 

Remarques: 

» une réflexion transformant tout angle de vecteurs en son opposé, les 
déplacements conservent les angles de vecteurs, les antidéplacements les 
transforment en leurs opposés. 

» l’application linéaire associés à une réflexion est de déterminant -l(dans 

une base orthonormée elle a pour matrice) 

(a b 2^.2 i \ 

avec a +b = 1) 

I o -a 

V > 4 

donc les déplacements correspondent au noyau de f —» det f 

et les antidéplacements sont caractérisés par : det f = -1. 

Commentaires sur cette leçon : 

Dans la première partie de la leçon, il faut démontrer qu’une Isométrie de T 
dans T est bijectlve. Le point de vue adopté est celui de montrer qu’une 
isométrie est affine. On peut aussi démontrer directement que f est 
bijective, ceci ne modifie pas le reste de la leçon: il suffit de supprimer 
la première remarque après le théorème 4. et la dernière remarque après la 
proposition 9. 

Démonstration du fait que f isométrie de T entraîne f bijective : 

* on remarque que f est injective car: 
fU)=f(fl) =» ||7TÏÏT7TÊ)|| = ||= 0 * * A=B. 

• on en conclut que l’image de f contient au moins deux points distincts 
f[A)*f(B) (on prend A*B) donc que l’image de f contient la droite (f(d)f(B)) 

car: 

- le segment [AB] est l’ensemble des points H de T tels que |/M| + ||MB|=||M.4|| , 
donc flf(M)f(jl)| + ||/(tf)f(i)|| = ||f(rt)f(i)[ = ||7TZ77nb|| donc f(M ) appartient 
au segment [AB] et tout point de ce segment est atteint ( ||f(W)f (i) || = ||M^|| ) 

- la demi-droite issue de /, ne contenant pas B et portée par (/B) est 
l’ensemble des points M tels que |MÏ?|| + ||^|| = |Mâ|| 

donc flf [H)f (^) || + ||7TÏ77üb|| = ||fTw]7TÊ) | donc f[M) appartient à la 

demi-droite issue de f(A), ne contenant pas f(B) et portée par (fU)f(B)), 
de plus tout point de cette demi-droite est atteint ( ||f (M)f U) | = |Wiî| ). 

- on raisonne de même pour l’autre demi-droite. 
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* on remarque que l’image de f contient trois points non aligné car si 
A,B,C sont trois points non alignés, on a une inégalité triangulaire stricte 
du type ||]ï£fl<flÂÊ|| + ||fî£| par exemple donc \f (A)f(Ô) |<|f (A)f (è) [ + ||/'(B)f (( 3 ) || 
donc f(A), f{B), f(C) non alignés. 



L’image de f contient alors les droites (f(ji)f(B)), (f(S)f(C)), (f(C)f(.A) ) 
et comme une droite à du plan coupe au moins deux de ces droites en f(P) et 
f(Q), la droite A appartient à l’image de f. f est donc sujective. 
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CM 0 H 4 I ÀûA Au ûim Al iLj/md)UL A P^ . 


àm\: 


. V\c^Acoa syjiSL 1.0 Mo") l&Y Qjpe. -ÜL V^rnAôuL dx 

^jû\xmJti H, - X lo, & ^ 


■WW 
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V À. i |o r . 1 n- 4 ^ Jcrr\ XX nMMo) = 

^ A."'-'-' In,) A'* (vu) = X* 

A -< - UmhOUrt. liA xjd/iVjOJACJUk 


m: 



\A 

w v 


X 

/ , 


h«.î — 


Or oh;^oh a .; I TU J V>qJ Uix. 4 texdB. cLl umKl 0^ 

(kmc VA^OVl^ *À m JtxuimcjÇc. jÛolcCl. A v ûæ.c_ Al i^/mitAe. 

xWlK tOHo) Jücwc LOU*'') Jfc X1Æ4 Al A^Mufoû duL ffn . 

. V\ory)rnjùvA ôyjJL ^jûl fïtàdjJüuit jdu. i-oymrjvdt CM«VU~) «A XJuace lU. 
ÀJumvOûu.t di ^ . 

V\.OV\^ küV avïv JGuûj^&l XDouÊl (,0Y\o^ OWA) A'Oou. A. AjLj/nu,'- 

\au. Èûl (WàjJûiXwx Ajl 

ŸÀ £. #|0 ; _..(*.A JL* 4- (Ho) 0X. < ’(H 4 ) tût Aj&OllPc 

6 r_.AliLtt»V^ 

A ; aXiïuU aRn,)- dont 'aHUi/U Hi* 

TJst^ickvû -9yj^ îx nW.ài.càujLt A CHotiil J ouoce. Al. U^wdSüx dk_ç.<- 
K'Aümofe. M^o rt u , c 'J xL duaâ. oujl Aox^M^rV^n. 

ttuCc b ^ Ai^/rtviVfi*€- / (YivLdjLûjjUjüt. xU CHoH^l . 

Or V \4 — A \ Ho') ■s'i -AoAAMm') — AoXS a -=. X" 4, l^° N ) 

^ uxx. \o)io^ a^o. a ■=. Atjmilrvic/k jjoiàaA j^jqxu^^Vq 
^ >_ / J: X - xcVxiLon Ax loJra 0 

^ ^ k « hfrr\ - a, - a û<0 ^ Oco: Ù\C.[S = iû\ 

ô oi 4 ts 4 4 - o \ o - A ô ■3A û ' - ^ \ 

Îcl /Wc)A£XÛ£ duL ^HoM^ jÀ <Xal«- Al /i^flrjjrric, 

^ <up m . 



Ajl rr> . 

SlÇpv-Îx*. J^ùyt<A rr\/4tt AwAtù (pM;) o 

pu _ *wvv £ Mrpmc b» Ai °k 
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1=0 ^ m xw^joix. m - + 4 . 

^ j&Êoc* VA f+H =. M*_p 

Ar nmujûL CMfVlf.M^ 

(oVlp+H^ - CHoH 4 ] 





oAmy& -îlû Wj& OLÜtû Al iyrMlua jA- P m A-üJr Atodlo A 
^ Cl C^-^j A^iruOi J^Oji \ 

• &l m ^ ip ■=. loHx) oCÀ^p.^ 

D i = iW, ÜMj n^l fCii^p -1 

» it m •=. Q.j>+^ - (ov\i^ c^À.^.S.p 

Ame MV j Ppr\ acWJc m om* Al Ajuam^p^ . 

l'vmjiù&x. àlh AjL^&j^iàwû ujucjujùkIt Pm Aüux Motc S ^ 

< j±HT\ \ . C^~ Ip . 

oC.iCp-'l Jl»Y Qjll A lym3frle A Piy\ 
(Dm ûl. (OM^') — aMo^o) ^cûul V\trA>Cv\ 0 ^ 
1); - a 4- { ~b^) ; o 41 ip.l . 

Or 1) 0 -lOHo") aaV XUcc. Al AumvÜTrîc Al 
A ax^j\£l demc. "3)^ Ar jûuxc. Al Jjl^wI. 

^xù- cLPrn, OCl C p-i . 1 UXJi P m 4oV A^XiWl 
^ûn. * (.o fr) ) . 


- ■ r-. ■» .-;»w »y.<y4>y]H^W P>L*.4>»T 
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V 




•/ 


O 


V\. ^ - mouA £ Y\ J ta Y tba ih. i^/TAJllC^* 

<k Vrn • 

d! xx^4 -6cx ^ûl CMoH*] = /mul [w P 

=> mvjucL C M i -= maCHj.p rt^.p J p^j'^p-l 

or VIj.p *= A ** p Irto^ tfc Hj H .p = p<j<*p 

(iWWVfi. 0 t /TtV€xL C. Hj tlj «M ] P<4^M. 

Cm q. /YMjdL ( OniuA CH«tt/]^ 

or (X -{fi. /jXcjJD.A. /y^ujcICHoHj] taV -OlcCc Al iijiwJrie. 

du. Pm muA Z\ 1j M^l .wV XXûce. it kj/rw^e 

cLPm p Cj ^ (.tan. Pm X (.0$) ^ 

» nr\ - £p-H 

cm fi. (otU) - A. 4 - (Otf^ O ^vl ^ Ij.i. 
c^> X ■= X e (X) O <C < ly-l . 

\ ©r c£ ûü^Ùu X J^oy^Ym L X -Û^c^ -Al iüj/TiuVrie dk_ 

P m duCfrjc 1SU JtoY XXqcc A- ^ffîAbuc dt Pnn O 4 ^ ^ 2.p-i- 
(_CÛA. P/n t/>Y jlVxx3cA. yxx Mo,^) . 

- ôyjJL Ld. J^V 4> AüA XXfiCtA -dx- kymcW^ djL P/K) . 

Sovi k £Xèlc xk Ujrrtà\jÙ£. xk P/n cxâot^ jOt\ ûl ou. Qp. o 6. £x 

jfc A omc. du. jUj/mdrnV. At fin k - CH 0 fU] a^:< n-i* 

Soit o{ = «syjui. A> sôJ: djû xxacca jûLljcl 

'fXO'Jdjti» À£ -^Odiï dt oj -sjt t à Cil • 

ttvouùj k - A^jcL PrioVU^ A vu - A,* (.Vio") 0 <Â 

(a-a(.o ; &/) Ajûmd ^ = L Ê: Eir"] . 

• 2 » 

dûA€. i£m s i^vd<- ^JûLA xl' XXubeA XX>£>CA xL Alj^fie - s^jjl II 

xUodr^û diiiAid 
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dj/m 


du juuymdxu& lixvouxi^ Ym • 

'w\ '• t' tmnùL Axl iû(m\)u.tA du. jIqm, Lûnoüujo^ 

îtrom. <k Iûl ioî Ai üCfr^uWo jm cyujujje -Cl 

S-(ri xWic^vta c/y>jyMjc!^ -^jOlk- XjtoV xituyin 

h.-XlO,ô) tb Aiw- V >u|V<wi ^Q^eMfUoh. 

x u>„y r 

• g yjQUL^C ; l^MXL&Xot 

, 2 .m é$twA^ s #■ RfA — (A 7 ^-S^^lOti. 

ccfwrrviL U: S* ^<Mvh XxSûci. *t (2^V)5 m = • 

. Ai. T L Pcn) -. 

Voui^ Îlû XûVjoW Al ^ lc/*Sr [An. 

K-XLO / ^') l'An, K. m -t»V .um û^xKLp*. • 

SocV- ^ £ X(.(V) fi >j|twfor<. /ûjpt k . C . 

OL&ÛC % o d k * 

6uck\c 4(_ on -uV Urtu- Xjo^Atüûm j(Ll u^i't û (jon 0 )ni^ \ 

-> i^oÂi 6. \ 

dtroo ^ Ê. i^ n .) A Hem.),---» X ' , '’° Vn-I 1 

dcKv<L tûV ^«AV(W^0iît H. tt <ô ton ^ * 

dûwc. TU*^ </>V j^*j<vAXl yoji A (.o xt • 


^im^xL-.^oJr ?E uXjqu P m CüM^e 
«, Lff* ) nn<Pr o)\ûüi>t. /v\ .cfôdHoîî. iL &>V /v>oV 


a 


•m 



^ JÜViÆw^^L ■O^^otiÂjQL^ • 

^ Mo, «v-3 

H ;*. - >1 (.^0 Q 4 -C 4 - £ 


fc e n,(o.é!L 
















I 




1. 


94 F 3288 T 

ru . 



* fflî-6 ■ 

2^ mV IMJÿMjcW ^JOJL X 

J: ^toHo'j 


-xlo/JT 


lÿ çmt_. 


C^M.^n,^ m = L, : *.=MO, T) 
ni„ ^ a. Int') o < i 4 i . 


n. 



#&l, = 8 . 

01, «WJ^NvW ^CLX K =. Mo, E) 4t 
Hon«) 


3^ Rupaç* 


on g. 


mv^aa.M .»» * A-^o,ï) 


n it4 -r xLnO o 4 i 4 s 


tK 



n„ 


$&6 «aV (M^QMjCbâ ^XDt. X-_ \lo ; ïrA| 
'HoUo) • 

*% c <®6 


L,*y o ^x>y<\g 


-Tl.-=. ^n-,ri4)...,n 7 1 <Ty-^ k.- [o. no\ 

TU.^nAruV - o 4C S-f . . s 
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n« 


= \ fc . 

vû f tûb yyn. Ji[o ; ï ] <Jt 




*>* C-&S 


Cjgl/atij/V» ^ 


oV OAtrC*' 


ij L^r- u. 

-#- s„ =. #. R. 


? 


'.tjU 


'Vw Cjûa. />C J, é J^ x 

A'eX ■'■> 

=) ^ ^V, 

C^ovc £ 1^ A' 1 f J î 

£ c M, {“' 1 

X ^ o *. cLüxil><\ \s*sj-C*^c t*h £ lÂ /^ / ''^- 
ni S>,ï( xt-J&L pjv^ -* cW^«£/-*^ 

ij pK>_ ^ «WOM. Sy,~ (j> ^rv+ JJLM. CtMl jZ™> . 

u^eJlM&o^CU*^* ^ ** ^ CXL ~V ^ 

<yvl O/v. ttût- 

Xju. : IcL O- ?Y^/ct~JZL 


<* 


f j ™r- 


Z}i (A) - [f ^(Jh) ^cÂ Jf 


3) c A ijhAm, %<smsl dju tJks* 

À- — jf^V — 3 ^ ^ 

td™ à>(<ti) ~^> % \ f(t) z (({fay -- ({fa)j 

jJ** (;■<■ 3 ^ ~~ 

■<fc:, * & (tff <*>■■ f~ 

aj jtx* Q_ / d?*rrZtù*3 cj^C cd/lv.cCcÀx^ i~u^ d A.J^J- ^ sSpflû*-* 

a!** 'Tà(fi) & <f/fa(À) «» J* 'fy, . 




Hülkf 
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«jj 


* 

I 





U. y?" £ V •• 

Ü <Nç>aCc • ùA$^ùty_^ aA\ . 

on-B^twCifij "• ^/cu* . ^fev4 ^^cUcoJ&cu, - S^k c c,t 'v'~S 

te ^»flî®î&vfht e*- ^ etuciit i^k ‘6v*b ?T J~ 

U ^w*L*\r %u$cukl Ju^ Ç'wqurt J tcM 4 ., cl y^ok' U. 

O* ^lvtkt >v '-"^: v'gt’tü.totj U? gf~ ^ 'tc-u.I' o.ndt'C' ùi'v % ft'ii/C Av aj’ j^-éic (iv-Aj-vf Av u- ■ ^ - C 

•■ I c$^<lc*a(JL\ 

Wfv-'v^t^ 1; otunts V^ef S&J - crttÂo-c^t,^ v-‘ Aun» Si£it.o^) D s ef ÏX 
Sc*J <nt&c^<*w*&\ ( a qui m’c^mA- 7 U * : ^ ü^-î^ d Ms\ 

Jj^ctmt U ± & \ ùt A~ 

Xj f4 ^>2. £ fôf 


; Àiçiïy> °»oJ ^u^tMüi), kvk ‘-kc^ts. tfi&eCjG» t& 
;4 æ- -f cu,6§\e * 


r,_ /î.I o tfi&ocv.^ 


>u. 

Uidêuàt 


LivoL 


Uviû. J2t. 

(_y, ,n£ ^ V^UX(ji j tt^uC 

W '\ > », ^,S>~, /I a. Y^-U ?, D 

du*v% ^_ iÇ o2*tst^ U^ç ^ ttvit c4 f ftlj^o-Q^-uh æ. D 

'jX^Sad ^ A - 

£ Dca< ^Ttoit^ ^ ffJ&*<fl>*<a&'\ Û** gpm,\ **i(ë|. 

(A ^x ûbx*\ wl %frJr yu* fis ( d ei&*‘ (^ünctvw] f <&*(' 

?gio[>vcftiUfrvvC TW' tUÀ.) d'w fax ? a ^ 

(la ? %i/^ 

i* 

(. UA‘&aC\ 'Qi. (jPictitM. Vy. 
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- C 




CL 


T c 




t^wC tkiA (k d ^ 


- - C J £ Ik f -u. w,, ^u-. "t 

^ ^ f 3 1? 


I .. . p ! ~ iY X - P J&* o^cenz P - ^ 

J c<t et(r v **à ^ 


->jL r> 


i D He-i^Ci^u£ • Cc.d4. 


A±/ 


r~. T\ A P o\f Lil ' L Î^M - 

Wfl- PJ - ? =*> Y, -* ,- 

u $ v^?=4H- u Uk » 1 ^ 

<3w u. u ^" îVv P U/ua-(|H£ - ’' 

. J }, a-Jt wA&> Yf f&« *&Of w, *â 

î„ r u^ r 4 r,*^ i 

t^W J- or&>ÿ~^ * , L ;^tt *<&*»«& « ^ 

^ «fetx Y \»^ 0 b , fe*« 4 ^ J 

ej yàÜuXÿ^A à tcuJw 

TW^O. W W ntL^i £P, «U «w ^P- 

^ ^ 

CL ?• 

Vn^ltL- ^ ^ UVVL ^ ^vcJ' U-u. 

jf- <rfkfÇ£*Jll a ^ • 

3 £ # 0 & Uw ^iu U'iMtp Cc^feuttJ' ya^t cla^i «f ^e^ouj 

i w ot^ ^ wv ' Ê£ - 


■ .M l ,I l I „ ,. 























98 


E 2288 T 


ï)^. dnoih o^^Cjc*^ A f t «Mfi >ne*> p^n 

tû... ...,, / •/ „ / A)/» 


v^vf y^/h,) «• u,v^ ^jvç df'pîk %*&!' . 

h 


^UyaC£Ki^i. ^ f CiU ° tA 

ôAc^A **• <**« »W *» ^ /“'■' 


I M^ù a Jsj{j-«1\ &I ffef «»"» 


111 V/o-vl^ (p^î ^ewh (ÆU^h 


-<3 D«t< ■ f &* ^ **f !u *j l * 

MÂU .V*. - W ^ 

d taJfaf ®* ^ ^ 1 ^ ' * 

(^ cltfiùk*- -te i 2 vi rtciffùcP : -L ?2 . 

If «* **Jk 4 * 4 * T 4 * ^ P 6 * pcrt^,^ 

'syj ^cav{> «,e 6 »v» Umé 4*6 


Zl 




U 




b 


^ w 


\ 


'(^e^Pufoÿ.*. cfefl* ^Cli°> c 7 id nvnp^t^ctc j f&<Âl C^t^k 

(f$lçf.ÿ)U.cA CL $ O* û.( r^fdcMQ CL ^Cewffo.. 

ÜétiyiCK/^Ji, ^ ^ cntiic^uj et uu & ?i J pwK 

Cl Ua~ ÇpfytvL Ÿz I cdkj) ^ -^, 4 ^ p?k cZee uÊouty , 

^ Kfiillac^aucâ a Pt cc'M&J 

U*i ^ -erf li'-tUtlW Tl . 

ejljét * P i J_ ■=> C ^’ (K ^ v^'uc^tiw.A ciF-i e\f et ^ 5 . 70 /J 
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✓'7 


])zoiK ©^cn 4 * c ^ 

fuvt J-'eotC ûJkU « ^ ' 

ijjfVi cJw ftefH’t^ 4 F^ ‘ n ^°S <M ^ /; 


-JH 


frv ^ 


^ p* i^'ic^ulctot 


^Wy* ^ W ^ *w r^> ^ ^ . 

V ^ & àt& fi n ?z ^ rf ^U a P 



p,.^: A : Pt ' 1 fl M6Ü - 

U, dtetk. püt $ cnlUnx^-cA- ^ P P 

K 7 if- fi (f nc ii 4 $) « 4 k*t fof <?^cij 4 a 


a^ 0*1 ?* et ?t ** ^ > 

T 4 ? C ? x 4 c,y D g r D 

Æ ef : 4 X ^ *f b fl ‘X £ A - p | p 

“ j •j^uç^' P ± -L P l fwji 'i6)-T>£*cM ^i .1 

® iw. A^i r t (f c f - 1} *f'A^ * p, °i M r* 

y / ct^j î\: m&M, Æ t -L^l.- ^i-i- 4 / 

'* • {- e ‘[ ût/ J- ay^^tU,^ 1 ^ *w 0 Wp 2 ->‘f\ fznCZ^.f-c,^ /| 



cÇjÜUA s,yvv^^i 


■$~ ^tupit 4 /4 * €^*102 


(^14 &J” uLL 

£ü?j 4 *. la 4 ^ 4 ^' 

?^c4l(^ 4 ?.«* 4"; ^ ^ JW*Æ ^ wtflv<£<maÂ <L P- 

Lie VA J 

De 4 T 0-1 /p ^ ^ ,p 4 J 
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32 




f\ p'^c&lu 

0 ‘h ^u^ Ciichadlicy O tut ua/V\? -r » 4t fc *éu“lt!\ D i'cu cp^ ft( -»«-iÀy 

Wf tfuvi p^fcfco. ï\ & ,t D'p/t û. p*«jWe ptU^ 

^ e , L 4 ^tClCTCjCAuJf OU ^ ^ f^ {D '^‘ 

«i- ^uh v>*l t»*. D t r*«^4 i d t^' 

a/b^vj rt-" 1 L^lÂc-q^S au <p* , “" ( ^ 1^1 h 1 ^ ^ ^ r U " 'P , ^ // 

^ -)> K 5 / / 7 > | K-T rtfo-Ûbÿ " T/^p 1 o ( i Uxv Awfc 

Û N , , n fl ■ TN f ty ^ » 'h*' [ Cûn ^ 

a^cU U.J**'*hr J ‘- UT> ' * 

^ ?C,T ' ] ' , . -, 
u • ^ vi1 «,1tL- HHO* < WV «* f «fAu**»,*— *« r*®^' 


[v 1 Tahtcj(b f otLKcctviuuqiQ 


Soit A,’H, C, D quatre point* non coplnnairr* appartenant n l'espace odine 
euclidien Ej. 

1° Démontrer que : AM.CD -j- AC.DO -f ÂD.ÏÏC = 0. 

En déduire que, si les deux droites de deux des trois paires : 

( droite ATI, droite CD ), ( droite AC, droite DH ), { droite AD, droite HC ) 
sont orthogonales, il en est de meme des deux droites de la troisième paire. 

2° Démontrer que, si les deux droites de chacune des trois paires de la question 1° 
sont orthogonales, la projection orthogonale A' du point A sur le plan RCD est l'ortho- 
centre du triangle I1CD. 

Étudier la réciproque. 

3° On suppose encore que les «leux droites de chacune des trois paires de la question 1° 
sont orthogonales. On désigne : par A a la droite contenant F?'point A et orthogonale 
•o plan nCD. par A w la droite contenant Ie?po»nt 13 et orthogonale nu plan CDA, par 
A c la droite contenant le point C et orthogonale ni* plan DAF-, par A t , la droite conte¬ 
nant le point I) et orthogonale nu plan ARC. 

Démontrer que lea droites A a , A 0 , A c et A n sont concourante». 


On liYAOytài 4J*/*- y*JL /X, llu J*. IJ AM> V,rvt|-U6» .j^.atü 

bft l b e>l à C/ Ap cUjClM* ** V Ml u»' 1^.6 vu/" /y. 

^ cw,0vice *tA ( ^Æ v Ab>v, «4t ^CC^Ct-Shi _ U^'l 

f/l>>i>> 0 A P U ~ f d <A 'U ÇUAj/Jluot.'i o(ç 

lo- ^ - 
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Hi tivo CJL»^ (jii c-k . 


y Syjfim AdW. 

(BH B fi)/1(tH c 4)r^H/, v 


Ab» Ic-dx^V 1 ), 

| e>p 

, ^«/ifecD.j*' °"*^<** 


s ,JL k \ Je Æt tMUt 


5 / => 

* A «U A oc , «v ^ ,* *' , - “ ‘ U B '-" H> 


ne* 




/ 

i\Pe'/ H 


^.t/^ 51!^,-. X. ; ££ \^ W ' t 


t H e J tu. 


tUvVsi <-. U,^ u c 


d„ fMp. D 


CUu ■?/ «* 
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/iMn as^yM'O - 


Symétries du tétraèdre régulier . Soit cf(T) le groupe des isométries du tétraèdre 
régulier. On va prouver que j/(T) est isomorphe & ff ,. On sait que J(T) a au plus 
4! ■ 24 éléments et que, le centra de gravité O est stable. 


. Recherche de et de d(T) . 

11 est clair que ^(T) + contient les rotations d'axes les hauteurs et d'angles 
| o» p ld, et les 1/2 - tours par rapport aux droites joignant las ollleux. Les 
arêtes opposées, soit t 4»2+l+3 " 12 éléments, dont 31/2 tours . 

Donc, soit ^IT)\ j/(T) + « Ô. soit on a déterminé tout j/(T) + . 

Or les symétries par rapport aux plans médiateurs des arêtes sont dans â( T) • tf(T)\«/(T) 
Il y en y a 6. 

Donc : j/(T) - J|(T) + U o ^(T)* « 2* éléments. 

Quelles sont les symétries plans de {/(T) 7 Une telle symétrie o change une face en 
une face. Elle ne peut conserver une face point par point donc elle en échange 2 : 

t 

o est donc une des 6 symétries trouvées précédemment . 

Les 6 autres éléments de jJ(T) ne sont paa des symétries. 


. Symétries du tétraèdre régulier : 

3 1/2 tours et 6 symétries plans décrits précédemment. 

éfermination des symétries du cube é partir de la connaissance des Isométries du 

tétraèdre réRiillor . 



ft 


Au cubo ■ ABr.DEFCIi sont associés 2 tétraèdres réguliers Tj" AC f'H et BECD - T, 
dont les arêtes sont les dlsgonales des faces du cube. Soit <j (C) le (troupe des Iso¬ 
métries du cube. Soit 0 le centre du cube, et o q la symétrie centrale par rapport à 0. 
o q € ÿ(C)\ Une isométrie conserve les longueurs, donc une Isométrie conservant 
échange et T^, ou bien conserve Tj et T^. o q échange Tj et T^. 

LEMHE 1 î Une Isométrie conservant Tj conserva *ïf. 

Soit f une telle Isométrie, et g • f*c ■ a «f. 

° o o 

g . f.o o t Tj - T,, g • o o «f : T, - T 2 . Donc g 6^(Ç). et f gJÆ). 
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PROPOSITION i </(*?> a 48 éléments, tf (?) - Tj) U 0^(1,). 

A tout élément f de J(Tj), on associe 2 éléments f et o Q «f de ^ (?) ■ 
Tous les éléments de ÿ<8> ainsi obtenus sont distincts (la seul cas non trivial est 
f^" c^f^ * uec et fj dans $ (Tj) : ceci Impossible car f^ converve Tj, o n »fj 

échange Tj et T^). On a obtenu tous les éléments de $ (£) d'après la remarque pré¬ 
cédent le lemme 1. 

est en fait le pronult direct J^(Tj) « Z/2Z). 


Application : symétries du cube . 

. Symétries planes. 

. Symétries planes de j/(Tj) i par rapport aux plans contenant les arêtes 
opposées de *<? : 6 symétries planes de ce type. 

. Cherchons f dans ^(Tj) telle que ° 0 *f soit une symétrie plana, f est 
un déplacement, et nécessairement un demi-tour. Dans ce cas o «f est la symétrie par 

o 'il 

rapport au plan passant par 0 et orthogonal i l'axe du 1/2 tour. A partir des 3 1/2 tours 
de J(Tj), on obtient les symétries par rapport eux plans médiateurs des 3 quadraplets 
d'arêtes parallèles . 

On a ainsi toutes les symétries planes. 


. 1/2 tours conservant le cube . 

. 1/2 tours de ^(Tj) : ares joignant lee centres des faces parallèles 
(3 1/2 tours de ce type). 

r'i 

. o o -f est un 1/2 tour (pour f dans jJ (Tj)) al et seulement si f est une 
symétrie plane ! donc on trouve encore 61/2 tours conservent dont les axes passent 
par 0 et sont orthogonaux au plans médiateurs des arêtes de T^, donc sont les droites 
joignant les milieux des couples d'arétes parallèles non cofaclales . 

En tout 9 1/2 tours ; (C'était prévisible, 11 y a bljectlon entre plans et axes 
de symétries, ceux-ci étant 212 perpendiculaires en 0). 

. a conserve le cube, 
o 
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En tout 19 symétries. 
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j'*™ _„ d.. û f tv* /> __ fxv \\ 


., I eU yiuJL S- &o*<yze. Cffi,-t-ÿ 

/r\.. .... IrC^. _ ^uStiCjuAà ^cc>i 4 jz<X**&>Lce 4 ; ^ 


^AJ/yonJtJu^tcA 

C?'yt 't/K. IdiA-CL 


^ ^ P )= -j? Ôh AC jiou* jb> e A/ jtuc* £Z J Sn ce, 7^ Sx. 

a. Sx fx.°^)~ c>^ St Je ^b&tAA- d & Œ? • 


■J 


(de) On n 'ou £Soi <x ^>ch> £ 'e.tad .», 


auLie. 




l) Un mrijtA .c ^looJc n^dnea, ^te ^f. — -f- oû 

'MrydctJi <^ctc Si £ >& Ucnc Strc (£n £/'*) = /y '- £*.2 -> "f" 00 j 

/a. ^CA<dy)Oncjt. sôbûxzto) et* &H. cd-Z- ~c&ytcj£iÆç_ Cy<- 

dtA-<x*d~ £ ' t <" ?C • • • 

le) St fd. )-- Sh t a*, en. làie, âdt Sx = -«o d 

P / &7ciA)ê’XCe d -UHUe v&iSedc L’Z- = o'2 ^ & • 

c; Ou e^c^TT 4 ^ycuite. 

cccL/z-ct ex. -r ^us»e- éc-aMcSc d’cc^adroSdu.e x>cmHC-ojxJ~ £S 





toitn -<.tzla, €k}~ ol ^ tzLoLw), ^Ct-O-, 
-U*. 1 - —/ 2p~t)-àct J d'en. dSduMA& ^ 

Œclm. diotVL t)>d an a. o< ^ ^ v/?*” C> < -çr~ ^ 

/TTi / p ' r /dh 1 _ ^ 
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(to) Uyl Ji'nj'ucchl/ici- cl t^fôtouJi Fodt, ( /iUA ^ ycL ^ 6* 1 "à- ) ccocc. Je. tj/*u/y <xJàryt_ 
Je 'l*. ^04 ‘.J Cuh J~- (cm. — -V (cl&UAjee. de dt <0>L -<)■ 


(?) tDccnU> (jco cyyv (ucuJjl vns> en 'Mc du 

c£l< " /Z<i ll ~CC*-tcAA.{ C^- Je-du/j Ci/yx. 


I 


~Ujpie. "'Cu-Ccuf &l ' usx./jto'lc /J~ C<s»y?c 

tPx* ^7uc/-t î£k ujtt'extrey>J~ yûcot ljjca. ce. / ueJe l(<y> cutiyru 


CX- spCLO C*-' cfjLo yt-C ta oJJlc 

y /S/ 




f 


'crcLA 


des , 


^<ry*fiCoi^Lt*jycj cOl S ua. 
.- 'X. 


r 

fî/* Jc/KC. 


ta "- fcisi tsx. 

'H 
~s< 


.yxOe pttun OL> <L 


& fsl 7-- = <n[e*«.-Z±d1 -->- 

L J ÿ=si L -LJ -x-?+~o 




•K. 

Sl. - O 

s>t —x +b o *k / 


a 


CP'K. poed *<jucteyncu)~ ynedrUA. cpx.e pout (ad M £■ ^ k ÿt O d jJynd(~<r>\ 

X. —5> d /A x/ 6-s>y Utsyy pyuy-vu tcZu s>c ac —5 ~ scui IR ^ hr<jJ~ e*c 

Ac'uJt.^syuiyth pec pj Ou. ce J cudéûi ÇpiAeyn etet -CiSKjJ. ^l*CC**U-£4XL Okj jQuyi dû 

yXd _J—=C, ° C -pcuu -ceyue vudëL yXisc U Oj-+--*>C ) • p*oi Codée su. f ctvl 

/>e fîdc h et c.£~ cru. H-^oL ^ «h <*- ccuuu. tbujAP -^u^x-c lâcy> . 

(jn sptud Sunejee ccjoC^onuj~ cesu c pic*KA.tci>&i de. -**- tJ (deccuee ^pt/ujF.-tuput^ 

cric. ) ; Je... 



Fc/irhc.} rupr.nrn/ry/Jr. dr hr.c r. .Fb? Finition f Tropnc/cS, Etude de t? £r>ctien 

tr*<L »'p /<-L> d ' U f . IlSd J I CAI , 


(À) C3m peLULLCL sJ’is. ycUjL Centime o(ç Jctu-tày. Je. e*p>. (J+^dZen expicmenedeedtp <& 

(terne t) : u e«p ^oh ti f’-djctccttcnc Je. ~Hoj-+^ c > C *lje.eÿhiotpi<e ^ tri* 


/r 


S e-*» deJcLLse^J ct./ru> cFLvx.^yx£**c&yJ~ . Cn. (JiFi. tj~ 


Q2 J oJ«o ppuopuue U. J t c tu-otz. 

tü (peu )bcJ' "X Ç- i-^C t J~ teed^ £ If{ ^c/yf ex. 

C y =r &[ -X /M d 'ïeutc*A*e*cJ~uu. çc - Ocp • 

(XL*ct<- pue r d/u.OcxJPâ cl ’i'U/na.&poe S>cui éj j/cx.dâou> 'lCcÿ/l'‘iOpu£*i 

(soute . cl nui So^ch J?<xs ccu - pceeft iaettentte. <Jc ^eçontcutcci (jl cynuco 

JidcuoenJ £ (fit sdetcoe^ - cl -crwclt tàu Je ^u-téÂ. Je. /hccn ôsajc - 

4u. ^ec/ettunJîêj Jcuut ée ca^i pue onPcu, occupejuJ - JpasL eœestptc 
^loun $x_ Jexuo CC. ) 


'r 

e . 


Qs) Jpp^CûJtïcYi. J \astt^coJOn. cte $x J^tuytnustcUÙl>i ^dpp7HeJle.Jte de. £<vu 
CJt st Autcnc&e J dt-fcxxHCHen (Jenu-e'w.ôFe Jpo /**.dJcnu) / ScntaJes uu>_ 
/R c pu. yicLel' -Ve, p cçji jf(x.-t-tj') zL^ftxf^t^j) 


zoun. fbccu x e} 


£ 
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aj Uml y/e tù. fic/x^t*. eoï~ toujouw ^ O ^fi‘ ~ 

i ) ètu JicL cwwÉ'm* y^o a*UZ ^ : 

(oi)J.f' txl>hz ?ce1R < Y xjl j 

(9) }(c)*o 

(jJ JicLvi h*J- vceîR j ° 

H fa)* P*-*) * 2 

) Su-ny,*^ cfac fu* /(*)>° f** hoa/-^eîR> 
0-*l a ClPolô SlA •? £jU.{jfcvfe ^iLH>Cl' t/ £^S * 

C*; P (a) = <L • 

/ni y l~ .b 


*>i z j 


*? * 


ys ^ /ou/- tf-kJ- «eN 

L ole™.™*ka£àyi lecusin.enc&.Z] J /> ~\ 

(f) fi tu/l ^ *eJR ; fit- *■)=^ ücf i fto)=ffyfit-w 

dffHC JieuA /od r ttç-/)\/ ; fi■ytoc) -tfMi ':... 

(SJ f o«* h 0 J- n &/R J- k'jJ'P* e /V y dfij- 

/CïWpfipl . , 

(e) ^ou« h<J- ae <Q j /( ! j pc )-[^Ml • 
d) Jf Vm^ -«** JifUiA Âxc£:&K~fC<xE*< uSl - cUfa*" 4 ^ J . 

2 *r<f)* Y&A/f™ h r * c 7 ^ ‘VfS 
^ rcv * ^ « Jp- fa)** 

e } Sl ne^u.ehJ- J'en f** ccJzxi^fc ^ fifi 

fitx+y )*$*>$) ^ /*> Æ ^ c ^ A 3 

c) ^cw^vriat. : **. ccuJuiuLX-d. " f^e**âP*- «3 

t(*G %) e~ 4* U(Je!R)j oL«y A ca+ «.= *. 

C 'eJ' CL où™ f(s)= €. *n <x**sx- f e-cru-lcvuc 

&xjp (?c)~ €. ^ 

efa P’** & n^ÔL o/* e &***- [fi e*ffr)=J- 

A^. L*dc~~e~h c'^/y/'A ■£■> yy^-c«^/cL 

*téetc ctslzA • 


<f)_t 


K 

I 

y 
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ZfeSt 


/ 


V(9iC\ — .CC. 




.ÔE 


'I5c 


U-ppoûe-s .c.ar*s>njuu*i^ 


« 


-—<*a(u»3c\«QEz— C/f. to Q0tO^tlcv*'<^-.c«x^-»^o .\*a—JI t< 

riUor «yvYvja-».-o u>>—£ia—£ x^wm-L>-»_ 


—Ze_.c^>Ç.o-<JL-cU^-ciju-t4jcej -?Cû cIaw e.-, 

f<yvc-^- c, '^»-Co/iN-Y>ol-f€<3- 

^ _JT 1 


d 


oo=e* 




Q<1~ 




d — V\ Ca-Dpc* 

<0 


“XT 7 

7 



■—^ 'ï i . (A „ 

/aC/^ 4. rv^> n. \ Q. 



-VX-<^-J(üaæT» on OC— 


-CC.-cLfu^-yyv^. Q_Lw\— 

'tQuJu.G^- 


2-^ P«a r — n. &>nJ-cC f, AQ. 



E 


SK - JUas^. C 


ZL ai 


J? ^ &o ^6 x x^LuX7Lc>A- 

oô_(-r rt ^ _ A 


r< Vv-C-M-^^V 


.0^.4-CûÇ_ diL-Ca^— 

tiaJU*»ij». o ua. / ~R.- 


9 -ÿ 


-û^—A-Cub^k 


-J? <3^c-tî_L>r*^_C\_ CL^PcOcX^Jk/Tvcx-^ 


«XToa^P a^X~ J jj; 


R-ecyfc^ jg> utûcül, . 

De, &l ûU^mÏa t^A | (Jx/v. fc>a cLW^fo-t -, 

\^/= ^ J X°^x p = =c* +P (7<yl x*^ 

9zûi AC^V—_ 
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_ -V (XCA.qJÙLûN/S_ -- 





_ c\o r\ C 





_” Xct^r^G-cuj^cLL U.cxaa.cl/\u!û/\- ._ 




Qu 

~0~ -JL. 

^ hoC 

-5> 4°o 

• — _o—' 7 - 

-OO 


ô 1 


ce 


-O- . --d. 


U 


nflç 


CCJ 


v-c 


Jb* 


+OQ_ 




■•A— 
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_!_’^.<C_CL_ 
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-^LyvM-lz <lo 


JS/L.ejç Q^v\ . O 


1±^L 


-.jS-fLA QjlwulÏ&T C^i>l9pvvV plflj iZc^VV Jr 0^ 

■ C! A J2 o —^cuvcîtÂciA/i- e)c- gjx, ip -’- 


JsCk- 



^MAW ^ / K*\ OC** — -4"^^ J«/v /1 /3T* ^—lj_ /-*rv 

ooua-o/ ;r) ^ 

/-y _3 s-4-oo ir ^ 



-...- 

Lbnm^-cLLy\ c Ci- — -c®» . cWc— Lur^-jx^ _=l.O 

i_ ^ „ 
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_ -o{ 


:-—. -U — 



_Ct- >yCC~ 


-<=<-<- CL 


— a~j- 

fl 
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Û3-0 O 



" X* f ' Q ) ccA - g^ ~ d 

OC-QC 


AqclC. 


n a - <l 

O 

o*' ~"n 'A 

et. 

■< 1 

L % J -J—. 

rr ■s ^ 


/O > OS - ^ 


UoO 

^e> il °{ —<1 




._ —^ L-^ —io- 

2£ 



-OV_ea.^ 


|uVO| ^, * 


-J^J2qac^5a — 

-gîflÀ.*. » -&v»îs^Q .g. C . ' Q-- 


-fKo>S-—2 ûL_ -ce? sJT^ eaVl 

-1—Bo-v—O- oj ■ Q. ^QVfÇg—P ■ 






_(5al. fc^cxA- - i^a^Cco e>u X 'ciL&. XQ ^.wLcUV 

_*qù -io. JçA.d^cl~e-A^^w^AjZ._ OS__CXv\^_cU^olO^/v_:_:_!_:_ 

i—^^(^rv^^VjsLvxi_*^Lx\--- -L._J_.i_J_ 
d i > : i > I i i ; , ! i 


::ii 3SV " d e .v fcs 


oc : 


i i • I 


_1_i_L 

i ! ! 


rttf-fc- — 


±??p 


<0^ 




.cCo(. ~\ 

4ad-0 


-<^2_ 0<5f-^-. 0-'- AC - -^<^CO*uJ2JL._£^.-_^<Jl'VY^^ _'pQci-A__. 

_ YVv^Votiôa ^2.-.5_Ci_ -- - ... 

-&X. <JüL>ULJOCCôA - © (X. L.jpxJur_<s4_.^_ï^i—- 

- J x^cUxjljG rs- Q _ç^ ^ o a^_©_ _ 
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i-r 


TT-rr 


$/' ?(M^t Y ‘ eV ^ n / 0* |>^Wcj0l 1 a /R f 

' 4% ^ 


({«eux 

F- 5 


1; 4.= i 

f 3 3 


\_<jj ^ - - 4- J HrtCUA 1 


ÎL/T = 1. 




y/3 


O-u 


^atU»L ^ roiyuab^ h»ck*~M %?> cft*//^ 

lé 7 4.f cfcan 4> sfo^tk*^ cJk fCf^U^ 

R Pufocsq^^l- Cjptf / Jjî^{jd$> <bun (}R^\/0^'$ co *'f f tu — 

| 4 fonv. J>b^[lK)J l ï0 ef ^‘ÂV- 0 ^^®/ 
éçy^C. ^Z O ' Çtnj- j; /_vt ^ ^ ^J ~ ^ ^<WÏ ^ (^-/ — O ^ 

pan dMwtfr - c^c^fcx ty-^'czj„ fcWA. X~i* 





































































SC . a Us, etc ^■MjÇCU.Xjio Jui ^y ^pyj 

oiAaju g, Coyofe^-vià ^o<X'*^ } sx-covyrf rn 


^£l ( ^ tj 6|n ^ a f 0 . <2* cy-yddc -c^etLÙ^. J^^tie-cU^ 

ii.y^a Lut, £_ ctm;Im: <x k>£^ coohcisJZ 


* C^"f- fy+c-ÿ - 


0 


c ru. ^ nu^ni2 V<y ; ’' Xc JJLU,^ Jvvu iA^ Xt-SuÛh? JXjyi.'iuji, 

/TUA. tuv l/dK'U'-tcÊÆ? X VlffX laclt 6 ^ /^. 


**X 


R^JüuXx ceÜL IJ^û-Ilcyk cU^jju.e.tjbic^ 

^ctau, vu^ivf^ L* X4cV,«i^o ^ X no, vlcU. 

^.(K/tlC,^: t/x 6 X “-%"[*-) b t-y'[*) + Cÿ.(x)~ o. 

^ Pvcj-gTvtXgn /- êioiwi^ ^c^uder** Ui. -)(- ^ X i/Kl'c-tc-m^ rvcr>y- 

\ÀÀsl lit R tjr U-n. /K* _ jtV^CL ve J'juJl 

f 1 ^ a - 0 ! y,‘'-fa ** Vfa.^tiR 1 - A^.+a^ 

. fri. 


I 


3 v£uCi 


r R^i oÉxtXcrj (de. «. 0 .% 


4 - 13 . 


»J c ~ 0 

(*-) éO \fxtt CL^'-O Go 3 Aô(S'tf *tx y(-x)^f\ 

(=> ^^ 6 ) 6 /ï? z i/x^r tf( x )~ £ 

^ «M v/mX «J«i_ X |W- ^ ^|ai £ IR. ^ /ijUxJ&m cUtL rxoL* um aJz. 

Ce uv. X de |^uo c^o^a ç>rr>l\J^&-J 


2 ) X. <0 

> a_ 


f ® tJ 3 " + ^^=° 

ir-“V o 

<r«v AX'rnUU^Ux (p/U. ^ : X | ^ £. 

.^‘►^tcitôvX de. .*- X • 


— =-tü r <=o \/* ex 


CK, 


cC X 


Cl ^ 


«J X 

£ ,i>t,vW“ 



















E 2288 T 125 


AC ^ di. ■*- /IM. X ^ cdUrco ArU '\/tc éJI e 

>c6L x. —=s, $1*)* J eor Zjjcu, cU^fJL 

ayy Vt'y^pl (axJluJLj cjAû. j"+ 2-üj ÿ 1 ~ O 


et /K £= 3 ' Pi 


! _ 2xv x- 


^ ^/AsiuXûrr 


/»> C* 5 >A^UUt 


cU 


ÿ ,+ *y~ °) 


J 


= A e- 2 -*"* t 6 


_£U * 


-f- 8 e 


w x. 


=-) V)cfrr £/*;= A e 
(V ^ «. «. a*.'***. tl&L. £m jz™ <yo> (<M* 

a «p^ ve-ohiniel- | J 

îtL ÔA VyïAtKp-t (p«,‘ «JA pJU>- pU«-otu. X — /A , 

t£ ju. aOi -m"-<u^ =o ^ k -«■> **'- 

* -^> #(*)= »e-“% e t"*- (A,&)e^ 


3 ) ^>o 


*- d t'oit 


u 


II 


~i~ 


= O 


C C tu 


U) ~«tj a f- *) ‘ *" ^ -afOL jj^cCur». Of-K^ta^JX rtM. X" /Jt ÿ /Je&Mc^ <h Xr 


>ÎUA X 


c'a &> jIc'cUx Âff.. ÿf^= ^=0 ^ f"» ï * *■ ■*•- 


< 7 X^ 


»L Ov a- ^ - <2 

. | xM) ^ wfc-*) g **“* ^ cL 

. X -* #(zj- #(*o) (UO. X 0 éx 

«eor /ootcXüj .urwjrr^ (^rJin^ou^c^ h^ojjsu di .oc&Aîc^ÿ 

}W= s'M ^o ^ 

^ 3 (fi i a)e(H 2 ' fri*) =Ac#U)fr*)t&Meu(z-z.) 

0 V^n(tyUj2- Cj-CLÈ. tJ>v juBJjt ^jla^Àaj. X ” j ^ ^| 

7 t 4 & oXuW- ^ ^ ÿ'Vu^^o & fadLiU 


-yZ_ ■ CCO ‘f' B /2flA\ -^- 


(^e)e/R 2 
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JF R^\^b-LÜcr\ tL 


lox'+cx^o 


4 n> ÿ fiôliLGbn ck * sout Z 

^ c ~^° ^ x-o l (*)- -e" 01 


-liv 


/jsS' 


>. û.v-F c< — — JiZ 


2 et 


on *c.‘ 


V ^ 6 X 


•y. /j 2 ÉuCin jlt *- ,** r I ^ 

V * àI %"(*)+ 5/a i 


= e 


- fci 


^ -Uc^ X <X .Vtçuj^ cl^cJUl vCttÿujL *4? *. 

a - 4 ^ 4 ' &L+C = 0 

a (-x) - fi- xt Ê 

_ UH * 


4*. 1 


aC 

b-o 

t/* é-X 

\ 

r*. 

h^O 

y* f r 

/rC 

b fio 

tfx ez 



X„ éj 

Ccïkaml 

ÜA\ >1 | 

E> * V^m <-\^vce 


c 
£ ^ 



2 * 


I^l J. fmJ- tUt ^ ejJL (Z fc' 

J^xxr etZc ijJi JL O et c^jul V ^cvMl JU, .ocùx.üc^ 


dt fit- du /*a (K z#t ll*\ /K e^j-ctLt. vufire-i/uJl Je. cLl^ 

Fh/wuA. aju^ 


■Tn 2 L 


jjl Eye^j**- 

c-Ictvam. (Ji&vj e/Ker> yA? nxArn^it^u^ 

eouM* ïJjua, ojI (rw u v oUCfi fi LC 














E 2288 T 127 


*4 Û.CCp\jC f- \> „ G fu.^ 

^(^vvC^OZOv^ &s£ù*> X,-f Vt-SgyX.. '^<.C-él(i j-y^/t\ 


?|ow Àl tq kto*. * 

O-vv ( v t ^icn< (ffrA-kv^) 

^ a Ccjp)X +\>W?c : \JcS \> 1 


L 

f; ? 6 -f— 

î/tfV? EVb* 


.= A*/ 


Scx-f & um ?ûdl iéd fut -£-~ - c &'&i ■—- ■ :*><*&■ 

(Kï* Gvt 1 

n 

/? (%jx V*’^' Ct* fx-©^ . 

~J- oiki eiipJlen. &l , d»J & ç^a -e,/ cr{>è«u 

à ^tix JzJuLoLb Oyvcw^ pi*. 

ffi&c-cÿ^A ^ k*< P' 0 ** ^ ^ Y 10 '^- 

g) t pw x 4. n+^n-(5 e /^ 



__ X 

«„ r . 

) LUtfec^^O^ ^ Owt^cG^; PcÿS^t 2- CCS^K^X, g/- MvLw 

ï*h < 5 (*; = Æ{^iLtit*-^y />^£l- 

^ ^ ' <—J 

) ^ &CcP > 7t't b^X-C. 

n 4 ^aut 4. ©, &>tôi'i r* 4 

? (Vwi c»<x r c yfr'i~ ^‘'‘*•4 otzio(i & 1i^q $.£&■ 

^ y et ■f b 

^WjBtr ; C^X j- ^ -W* Z \fz . 

^ 4 XtuA ^ ©■ ^ **,(-- 
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C&wyLclûtit 









°i^'l j ^ dfyttufc** sà*^-±, o ^ cAv»k 

l aCf^cL^ ^4 bc^ - C'-O- 
S>L X £%/ fa CUtC^TC f b ^«* X =. Cy 4 K, 

a/- * &l t> e/ - ^ dàh*^ia 4& D cL^Tc^ly^ 4 

J^OmI — Ifd ; ^ ^ Clu^^ c fa Yy (xcUAva 

l£><v v— 

*&l Cxz^oL fcc ma lAlCO^dom & l~ c^ff^ C*aa(q, 1 û^Üil&iACg, djL ' 

(c/£ i/TÎH^. 

v&>. 

V «4 caUh^ 4 ticAtl, |tf V^ ^ 

■Aw, 0,2.113 - ( Cc^r^l- ^ ^ ^ ^ t ^ ^ 

(^)/ [^p^LcJf- d.J» 




H r *_i4 -t 

f i? 

<r 
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(-y gfo) Ro*vva^tfc^ . fei OnM M CP /v v\ 


( 5 K vi^tî- 
ÊK. yijA CfuJi 


JF $ ^tL CiM^ * t^£ ojjJUat 0"' afjhrt JJ- 

CjnZ f. —~> / •ôJ'Un Ac^a Oficwpjt (xfjLril C,oh 4 C^^fSi 

Hx^A-OUW, *fc*( & ^ CjfUMfV 4> k Ja | {jzAssiy*. 

u. ^ e /v „«uj <le^^ 

U >1/ (>e K*, K,ift -U <4 M/^ f ' 

U* VUV cflVHtfl ^ Cfl 10 ^ &*tOM JlE . 

HLM (?v^ g// ^L^yyv( 2 ? 12 < iü j .■ 


X 


"TPi 2 o‘ > ^w /,c Xi 



t< 4 ^ 


L VvWmÙA Cr <h>> klÿ>fe** j} Wfy Cfw 
{^oïfctÿ o*f <w- (^ ixyw An cgywfï . 

vjfsdr /' 

pi . ff^cuj^^ùut TAJu^b Aie XL. \ 

tk/XXc»A d *** Aovhffdetî^m^ &/<f i ; VX| 6 g ; JÏ/fr/ / 

#k ^vnl&'fes *4 1^ 4 


JS-fô (b-v <t cA&V>', 

(r~~ fU& 

Q &\j Çi bpottj'd cA$w hiA~ up*^ wtü Ae ^ ^ 

U /£(X /U#. fc /-Uz\-yiJ^ 
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THEOREME » D est l’ensemble des applications affines transformant toute 

droite en une droite parallèle. 

On utilise la caractérisation des homothéties vectorielles rappelée au début 
de ce §.• 

THEOREME _ D est l’ensemble des bijectlons f de E transformant toute 
droite une droite parallèle. 

La différence avec le théorème 4.14 est que f n’est plus supposée affine, 

mais bljectlve. En fait on peut prouver, sans restriction sur la dimension, 

que toute bijection d’un espace affine sur R conservant l’alignement est 

affine : ce résultat est connu comme "théorème fondamental" de la géométrie 

affine. Le théorème 4.15 est beaucoup plus simple que le théorème 

fondamental et se prouve en discutant selon les points fixes de f. 

• f a 2 points fixes distincts M et M . Soit M ë M M f(MM ) = MM , car c’est 

12 12 11 

la droite passant par et parallèle à MM De même f(MM z ) = MM . 

Donc f CM) - MM r\ MM = M. Tout point non situé sur la droite M M est fixe. 
12 12 

Si M e MM 2 , M * M , soit N t MM . Alos H * NM^, et le raisonnement 
précédent prouve que M est fixe. Donc f = 7d. 

.Si f a un point fixe unique 0. Soient M et N tels que 0 ne soit pas sur la 
droite MN. Les droites passant par 0 étant globalement invariantes 0,N,f(N) 
d’une part, 0,M,f(M) d’autre part sont alignés. Puisque NM//f(N)f(M), on 
déduit du théorème de Thalès que f est l'homothétie de centre O et de 
rapport Of(.N)/ÔN. 
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PREMIERE EPREUVE. 


DENOMBREMENTS. PROBABILITES. 

01. Cardinal de l’ensemble A p des p-listes d’éléments d’un ensemble fini A. 
Dénombrement des arrangements et des permutations. Exemples de 
situations dont l’étude se ramène aux cas précédents. 

02. Dénombrement des combinaisons. Exemples de situations dont l’étude se 
ramène à ce cas. 

I 

03. Formule du binôme: Propriétés des coefficients binomiaux. 

App1ications. 

OA. Description mathématique d’une expérience aléatoire: ensemble des 

événements élémentaires, événements, probabilité (on se limitera au cas 
où l’ensemble des événements élémentaires est fini). 

05. Probabilité conditionnelle; indépendance de deux événements (on se 
limitera au cas où l’ensemble d’épreuves est fini). Applications à des 
calculs de probabilités. 

06. Variable aléatoire à valeurs réelles dont l’ensemble des valeurs est 
fini. Loi de probabilité. Espérance mathématique, variance. 

Exemples. 

07. Schéma de Bernoulli, épreuves répétées, description à l’aide d’une 
variable aléatoire. Espérance mathématique. Exemples. 

ARITHMETIQUE. 

08. Division euclidienne dans [>J et 2- Application à l’arithmétique. 

0P. PGCD et PPCM de deux entiers naturels. Nombres premiers entre eux. 
App1ications. 

10. Nombres premiers; existence et unicité de la décomposition d’un nombre 
en facteurs premiers. Infinitude de l’ensemble des nombres premiers. 
Exemple(s) d’algorithme(s) de recherche de nombres premiers. 

POLYNOMES ET SYSTEMES. 

11. Fonctions polynômes à une variable; critère pour qu’une telle fonction 
soit nulle. Degré, factorisation par x-a. Applications. 

12. Fonction polynôme du second degré, mise sous forme canonique. 

Application à l’étude du sens de variation et à la représentation 
graphique de la fonction. Application: équations et inéquations du 

second degré. 
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13. Somme et produit des racines d’une équation du second degré. Exemples 
d’applications en algèbre et géométrie. 

14. -Description de l’étude des systèmes linéaires par opérations 

élémentaires sur les lignes (méthode du pivot). Exemples. 

NOMBRES COMPLEXES. 

1<5. Introduction du corps des complexes; propriétés (conjugaison, 

^ interprétation géométrique...). 

16. Module d’un nombre complexe; nombres complexes de module 1. Argument 
d’un nombre complexe non nul, notation e‘ft". Applications à la 
trigonométrie. 

17. Etude de la fonction t->e‘ • de fR dans CE; définition de e* * , a 
appartenant à Applications. 

18. Racines n**••■ d’un nombre complexe; groupe des racines n* • “ • • de 
l’unité. Interprétation géométrique; applications. 

19. Module et argument d’un nombre complexe; interprétation géométrique, 
lignes de niveau associées. Applications. 

20. Représentation géométrique des nombres complexes; interprétation 
géométrique des applications z->z+b et z->az où a et b appartiennent à 

<C. a non nul. Exemples d'application à l’étude de configurations 
géométriques du plan. 

21. Etude des transformations du plan complexe de la forme z->az+b, où a et 

b appartiennent à a non nul. Exemples d’application à l’étude de 

configurations et de tranformations en géométrie plane. 

I 

VECTEURS. ANALYTIQUE. 

23. Emploi du calcul vectoriel pour l’étude des droites et des plans dans 

l’espace (génération, parallélisme, points alignés, points 

cop1anaires. . . ) . 

24. Enoncé du théorème de Thalès. Projection affine dans le plan et/ou 
l’espace, projection vectorielle associée; propriétés et applications. 

25. Représentations paramétriques d’une droite dans le plan. Génération 
des demi-droites, des segments. Equations cartésiennes. Parallélisme, 
orthogonalité. 
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26. Droites et plans dans l’espace. Equations; positions relatives; plans 
contenant une droite donnée. 

27. Interprétation du calcul vectoriel dans le langage des configurations 
(parallélogramme, configuration de Thalès,...) et dans celui des 
transformations; applications. 

TRANSFORMATIONS. 

28. Caractérisation des translations et des homothéties du plan par leur 
effet sur les vecteurs. Applications. 

29. Recherche des homothéties ou des translations du plan tranformant une 
configuration ususelle donnée en une autre: segments (configuration du 
trapèze), carrés, cercles... Applications. 

30. Etude de l’ensemble des transformations du plan conservant les angles 
orientés de vecteurs et les rapports de longueurs. 

31. Homothétie plane; tranformation vectorielle associée. Invariants 

élémentaires: effet sur les directions, l’alignement, les 

d i s tances ....App1ications à l’action sur les configurations usuelles. 

32. Réflexion du plan échangeant deux points donnés; médiatrice, 
régionnement associé. Applications au triangle et au cercle (cercle 
circonscrit, angle inscrit,...). 

33. Réflexions du plan échangeant deux droites concourantes données, 
bissectrices. Applications au triangle et au cercle (cercle inscrit, 
tangentes à un cercle,...). 

CONFIGURATIONS PLANES. 

34. Relations métriques et trigonométriques dans le triangle rectangle. 
App1ications. 

35. Propriétés caractéristiques des parallélogrammes; caractérisation des 
rectangles, des losanges, des carrés. 

36. Recherche des isométries du plan conservant un parallélogramme, un 
rectangle, un losange, un carré (ou ordre inverse). 

37. Droites remarquables dans le triangle: médiatrices, hauteurs, médianes, 
bissectrices. . . 

38. Réflexions et rotations du plan. Invariants élémentaires: effet sur 

les distances, les angles, 1’a 1ignement, . ..App1ications à l’action sur 

les configurations usuelles. 
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39. Projection orthogonale sur une droite du plan, projection vectorielle 
associée. Applications (calculs de distances et d’angles, 
optimisation,...) . 


40. Définitions et propriétés du produit scalaire dans le plan; expression 
dans une base orthonomale, application au calcul de distances et 
d’angles. 

41. Le cercle: définition, équation. Positions relatives d’une droite et 

d’un cercle, de deux cercles. Propriétés angulaires. 

42. T hép r èj e de l'angle inscrit: ensemble des points M du plan tels que 
( M A , MB ) =a modulou , ou modulo 2*TT. Cocyclicité. Applications. 

43. Relations métriques et trigonoroétriques fondamentales dans le triangle. 
App1ications. 

CONFIGURATIONS DE L’ESPACE. 

44. Frojection orthogonale sur un plan de l’espace, projection vectorielle 
associée. Exemples d’effet d’une telle projection sur une 
configuration de l’espace. 

45. Applications du produit scalaire et du produit vectoriel dans l’espace 
orienté: calculs de distances, angles... 


46. Courbes définies par des équations paramétriques dans le plan, 
dérivé et tangente; interprétation cinématique. 


Vecteur 


BARYCENTRE. 

£ -> 

47. Etude de l’application M->4. a « MA,. Définition et propriétés du 

barycentre de n points pondérés. Associativité de la barycentration ; 

application à la détermination de barycentres attachés à des 

configurations usuelles du plan et/ou de l’espace. 

rr- 


y 

48. Dans le plan, étude de la fonction M->^~^a, MA, 2 et de ses lignes de 
niveau. En particulier, transformation de MA 2 + MB 2 et MA 2 - MB 2 ; 
interprétation géométrique. 
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COMPOSITIONS DE TRANSFORMATIONS PLANES. 

Composées d’homothêties et de translations du plan. Relation 
vectorielle caractéristique. Invariants élémentaires: effet sur les 
directions, les distances, les angles,... Groupe des 
homothéties-tranlations. 

Composées de réflexions du plan fixant un point donné. Invariants 
élémentaires: effet sur les distances, les angles,... Groupe des 
isométries fixant un point. 

Groupe des isométries du plan: décomposition d’une isométrie en produit 
de réflexions, groupe des déplacements, classification des isométries à 
partir de l’ensemble des points invariants. 

Composée d’une homothétie de rapport positif et d’une rotation de même 
centre; effet sur les distances, conservation des angles orientés. 
Similitudes directes. Ecriture complexe. Groupe des similitudes 
directes. 

Recherche des isométries du plan conservant un polygone régulier; 
exemples (triangle équilatéral, carré, hexagone, octogone...). 

CONFIGURATIONS DE L’ESPACE. 

Orthogonalité dans l’espace; droites orthogonales; droite orthogonale à 
un plan; plans perpendiculaires; applications. 

I 

Homothéties et translations dans l'espace; tranformation vectorielle 
associée. Invariants élémentaires: effet sur les directions, 
l’alignement, les dis tances ....App1ications à I’action sur les 
configurations usuelles. 

Réflexion de l’espace échangeant deux points donnés; plan médiateur, 
régionnement associé. Etude des isométries de l’espace ayant une 
droite de points invariants. 

Réflexions et rotations de l’espace. Invariants élémentaires: effet 
sur les distances, les ang1 es,...App1ications à l'action sur les 
configurations usuelles. 

Recherche des isométries de l’espace conservant un tétraèdre régulier; 
cas des déplacements. 
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CONIQUES. 


59. Dé finitions 
équiva 1ence 
tangente et 

60. Définitions 
équiva 1ence 


de la parabole, géométriquement et par 
entre ces définitions. Constructions 
de la normale en un point. 


équation 


réduite: 
de la 


de l'ellipse, géométriquement et par équation réduite 
entre ces définitions. 


61. Définitions de l’hyperbole, géométriquement 
équivalence entre ces définitions. 


et par équation réduite; 


62. Méthodes d'obtention et de construction géométrique de la tangente en 
un point à une ellipse. 

63. Méthodes d’obtention et de construction géométrique de la tangente en 
un point à une hyperbole. 

•» 

64- Exemples de représentation paramétrique des coniques; construction; 

de la tangente et de la normale en un point à une parabole, 
une ellipse,et une hyperbole. 

SUITES. 

65. Suites convergentes. Opérations algébriques, composition par une 
application continue. Comparaison de suites entre elles. 

66. Suites divergentes. Cas des suites admettant une limite infinie: 
comparaison, opérations algébriques, composition par une application. 

67. Etude des suites de terme général a", n‘ et nî. Croissances comparées. 
Exemples de comparaison de suites aux suites précédentes. 

68. Etude des suites définies par une relation de récurrence du type 
u„.,=au„+b: terme général, cas particuliers, somme des premiers termes, 
comportement asymptotique...). Exemples. 
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FONCTIONS (limites et dérivées)., 

69/. Limite d’une fonction en un point a de fft. Enoncés usuels: comparaison, 
opérations algébriques, composition. Exemples. 

70. Fonctions continues en un point; théorèmes usuels: opérations 

algébriques, composition. Prolongement par continuité d’une fonction 
en un point. Exemples. 

71. Développement limité d’ordre 1 d’une fonction en un point; nombre 
dérivé. Interprétations de ce nombre. Exemples. 

72. Fonctions dérivées. Opérations algébriques. Dérivée d’une fonction 
composée, d’une fonction réciproque. Exemples. 

73. Etude au vo isinage de 0 des fonctions x->(l+x) 2 , x->(l+x) 3 , 

x - > 1 / ( 1 ♦ x ) , x->\l + x. Exemples d’emploi des approximations ainsi 

obtenues pour l’étude de grandeurs géométriques, physiques, 

économiques.... 

74* Etude au voisinage de O des fonctions x->ln(l+x), x->exp x, 

x->sin x, x-)cos x. Applications. 

7 5. Limite finie d’une fonction. Enoncés usuels: comparaison, opérations 

algébriques, composition. Exemples. 

76v Inégalité des accroissements finis. Exemples d’applications à l’étude 
de suites et de fonctions. 

77. Emploi du calcul différentiel pour l’étude de la position de la courbe 
représentative d'une fonction par rapport aux tangentes et aux 
sécantes. 

76. Applications du calcul différentiel à la recherche d’extreraa (maximum 
et minimum) d’une fonction numérique d’une variable réelle. Exemples. 

FONCTIONS (intégration). 

79. Primitives d’une fonction continue sur un intervalle; définition et 
propriétés de l’intégrale, inégalité de la moyenne. Applications. 

80. Intégration par parties, 


changements de variable affines. Exemples. 
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LOG; EXP; FONCTION PUISSANCE. 

81a Définition, étude et propriétés de la fonction logarithme népérien. 
Exemples d’intervention. 

82. Définition, étude et propriétés de la fonction exponentielle de base e. 
Exemples d’intervention. 

83. Définition, étude et propriétés des fonctions exponentielles de base a 
où a>0. Caractérisation de ces fonctions par leur équation 
fonctionnel le: f(x+y)=f(x).f(y). 

84. Définition, étude et propriétés des fonctions x->x“, où a appartient à 
R. Caractérisation de ces fonctions par leur équation fonctionnelle: 
f(x.y)=f(x).f(y>. 

85. Croissance comparée des fonctions x->exp x, x->x* et x->ln x au 
voisinage de plus l’infini. Applications. 

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 

I 

86. Résolution des équations différentielles linéaires du second ordre à 
coefficients contants sans second membre. Exemples. 

87. Caractérisation de la fonction exponentielle x->exp ax par l’équation 
différentielle y’=ay. Exemples d’intervention. 

88. Caractérisation des fonctions circulaires x->cos ax et x->sin ax par 
l’équation différentielle y"+a , y=0. Exemples d’intervention. 


TRIGONOMETRIE. 

89. Transformation de l’expression a cos x + b sin x. Etude des fonctions 
x -> a cos x + b sin x. Applications. 
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